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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Operationelles Risiko

Operationelle Risiken gewannen in den 90er Jahren zunehmend an Aufmerk-
samkeit. Spektakuläre Fälle wie die Insolvenz der Barings Bank führten das
mögliche Ausmaÿ der bisher wenig beachteten Risikoart vor. Dabei hatte
Nick Leeson über Jahre unerlaubte Transaktionen verstecken können, die
in einem Milliardenverlust und der Insolvenz der Traditionsbank endeten.
Tabelle 1.1 gibt einige prominente Beispiele mit den geschätzten Verlusthö-
hen an. Detaillierte Darstellungen weiterer Beispiele �nden sich z.B. in Minz
(2004) oder Cruz (2002).
Der Basler Ausschuss für Bankenaufsicht1 legte 1999 erstmals seine Absicht
dar, andere Risiken in die Mindestkapitalanforderungen mit einzubeziehen
(vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 1999). Diese anderen Risiken,
die die operationellen Risiken einschlieÿen, wurden de�niert als die Risiken,
die nicht dem Markt- oder Kreditrisiko2 zuzuordnen sind. Diese Negativ-
De�nition deckt zusammen mit dem Markt- und Kreditrisiko alle möglichen
Risiken ab und folgt damit dem Gedanken, alle Risiken, gleich welcher Art,
mit Kapital zu hinterlegen. Jedoch ist eine negative De�nition für die prakti-
sche Handhabung, d.h. die Identi�zierung, Messung, Steuerung und Kontrol-
le von Risiken wenig hilfreich, da sie weder Aufschluss über Ursachen noch
über Auswirkungen gibt.
Wegen mangelnder Quanti�zierbarkeit wurde die Einbeziehung aller anderen

1Der Ausschuss setzt sich aus Vertretern der Bankenaufsicht der wichtigsten Indus-
trienationen zusammen und entwirft Richtlinien für die Bankenaufsicht und die Ge-
schäftspraktiken der Banken. Auch wenn seine Beschlüsse nicht bindend sind und Emp-
fehlungscharakter haben, stellen sie de facto internationale Standards dar.

2Das Marktrisiko ist de�niert als das Risiko von Verlusten aus bilanzwirksamen und
auÿerbilanziellen Positionen aufgrund von Veränderungen der Marktpreise (vgl. Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht 1996a). Das Kreditrisiko ist die aus der zeitlichen Diver-
genz zwischen Leistung (Kredit) und Gegenleistung (Zinszahlung, Tilgung) resultierende
Gefahr, dass ein Schuldner seine im Kreditvertrag festgelegte Gegenleistung möglicherwei-
se nicht vertragsgemäÿ erbringt (vgl. Kaiser 2006).
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Tabelle 1.1: Beispiele schlagend gewordener operationeller Risiken
Betro�ene Ein-
richtung

Verlustereignis Verlusthöhe

Barings Bank Unautorisierte Trading Aktivitä-
ten

$1 Mrd.

Daiwa Bank 30.000 unerlaubte Transaktionen
über 11 Jahre

$1,4 Mrd.

Orange County Spekulation mit Investmentfonds $1,6 Mrd.
Long Term Capital
Management

Verluste resultierend aus mathe-
matischem Berechnungsmodel

$4 Mrd.

Deutsche Bank
(und 50 weitere)

Konkurs Jürgen Schneider, Kre-
ditbetrug

2,4 Mrd. DM

Bank of New York Schäden an Einrichtungen auf-
grund des 11. September 2001

$140 Mio.

Bank of America Fehlgeschlagene Systemintegrati-
on

$225 Mio.

Solomon Brothers Umstellung des IT Systems führte
zu falschen Kontoständen

$303 Mio.

Quelle: Kaiser (2006)

Risiken in die Kapitalanforderungen im Laufe der Konsultationsphase fallen
gelassen. Neben Markt- und Kreditrisiken sind in Zukunft zusätzlich nur die
operationellen Risiken mit Kapital zu hinterlegen.3 Die (positive) De�niti-
on operationellen Risiken, die sich im 2004 verabschiedeten zweiten Basler
Akkord �ndet, hat sich inzwischen weitgehend durchgesetzt:

Operationelles Risiko ist die Gefahr von Verlusten, die infolge ei-
ner Unzulänglichkeit oder des Versagens von internen Verfahren,
Menschen und Systemen oder infolge externer Ereignisse eintre-
ten. Diese De�nition schlieÿt Rechtsrisiken ein, nicht jedoch stra-
tegische Risiken oder Reputationsrisiken.4

Beispiele operationeller Risiken sind interner oder externer Betrug, Fehler
von Computersystemen, Fehler bei der Abwicklung von Transaktionen, feh-
lerhafte Modelle oder externe Ereignisse wie Feuer, Über�utungen, Erdbeben
oder Terrorakte (vgl. McNeil et al. 2005).
Aus der De�nition geht ein wichtiger Unterschied zu anderen Risiken her-
vor: Während andere Risiken sowohl die Gefahr von Verlusten als auch die

3Wichtige andere Risiken, z.B. das Liquiditätsrisiko, werden nun ausschlieÿlich in der
zweiten und dritten Säule (Aufsichtliches Überprüfungsverfahren und Marktdisziplin) des
Basler Akkords behandelt (vgl. Kapitel 2).

4Vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2004).
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Chance auf Gewinne bergen, umfasst das operationelle Risiko nur die Gefahr
von Verlusten.
Weiter ist ersichtlich, dass operationelle Risiken jedem Kreditinstitut mit sei-
ner Gründung immanent sind. Im Gegensatz zu Markt- und Kreditrisiken ist
ihre Existenz nicht an das Eingehen bestimmter Geschäfte geknüpft. Damit
stellen sie die älteste aller Risikoarten dar. Dennoch wurden sie lange Zeit
nicht sonderlich beachtet, und Methoden und Modelle im Umgang mit ope-
rationellen Risiken sind noch relativ jung und längst nicht so ausgereift wie
die für Markt- oder Kreditrisiken. Wegen ihrer speziellen Eigenarten ist eine
einfache Übertragung der Modelle für andere Risikoarten auf operationelle
Risiken nicht möglich. Daher wurde eine Vielzahl von speziellen Methoden
und Modellen zu ihrer Identi�zierung, Messung und Bewertung sowie zur
Steuerung und Kontrolle entwickelt, seitdem klar wurde, dass operationel-
le Risiken in Zukunft explizit mit Kapital hinterlegt werden müssen. Auch
haben die Banken seither begonnen, Verluste aus operationellen Risiken in
Datenbanken zu erfassen.
Operationelle Verluste können zweifach charakterisiert werden. Auf der einen
Seite stehen viele Ereignisse, die zu kleinen Verlusten führen, auf der ande-
ren Seite Ereignisse, die zwar äuÿerst selten auftreten, deren Ausmaÿ jedoch
so gravierend sein kann, dass sie eine Unternehmung in ihrer Existenz ge-
fährden. Von Natur aus liegen für erstere ausreichend Daten vor, um sie
über Vergangenheitswerte zu modellieren. Für letztere ist es umgekehrt; die
geringe Datengrundlage stellt ein groÿes Problem in den Modellen und bei
ihrer Kalibrierung dar. Diese seltenen, aber hohen Verluste spiegeln gerade
das Risiko wieder, da sie die Bank in ihrer Existenz bedrohen können. Im
Gegensatz zu den kleinen und häu�gen Verlusten, die relativ gut prognosti-
ziert werden können, stellen sie unerwartete Verluste dar. Für die Schätzung
hoher Quantile der Verlustverteilungen spielen sie die entscheidende Rolle,
da sie das Ende der Verteilung bestimmen.
Das Fehlen von Verlustdaten stellt auch in Zukunft die gröÿte Herausfor-
derung bei der Quanti�zierung operationeller Risiken dar. Abhilfe können
in Zukunft Datenpooling-Initiativen scha�en, von denen bereits einige die
Arbeit aufgenommen haben. Problematisch hierbei ist die Relevanz exter-
ner Daten für das jeweilige Institut. Cruz (2002) bezweifelt generell, dass
Daten anderer Institute mit unterschiedlichen Prozessen und Kulturen für
die Modellierung herangezogen werden können. In jedem Falle bleibt die
Frage einer nötigen Anpassung externer Daten. Dabei müssen Faktoren ge-
funden werden, nach denen Verlusthöhen und -häu�gkeiten skaliert werden.
Nach Moscadelli (2004) und de Fontnouvelle et al. (2004) müssen vor allem
die Verlusthäu�gkeiten an das Geschäftsvolumen angepasst werden, während
die Verlusthöhenverteilungen zumindest in Gruppen groÿer, internationaler
Banken bzw. kleiner, national tätigen Instituten für einzelne Risikotypen
vergleichbar sind.
Die Relevanz historischer Daten ist auch im Falle interner Verlustdaten zu
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überprüfen. Eine Bank wird auf Verluste reagieren und versuchen, sie in
Zukunft durch Anpassungen der Organisation zu vermeiden oder in ihrem
Ausmaÿ zu verringern. Als Beispiel sei ein Betrugsfall in einer Bank ange-
nommen. Diese wird Maÿnahmen ergreifen, so dass der gleiche Fall nicht
mehr oder nur mit geringerer Wahrscheinlichkeit erneut auftreten kann.5

Durch Versicherungen kann Risiko auf Dritte abgewälzt oder gemindert wer-
den. Operationelle Verluste sind stark kontextabhängig im Bezug auf die
Organisation und das allgemeine Umfeld. Während Verluste aus Markt- und
Kreditrisiken schwach kontextabhängig sind, ist die Relevanz der zur Mo-
dellierung und Kalibrierung herangezogenen Daten im Bereich operationel-
ler Verluste ständig sicherzustellen. Die Kontextabhängigkeit stellt auch das
gröÿte Problem bei der Validierung der Modelle dar, da sich der Kontext
schneller ändern kann, als eine Validierung möglich ist. Das Problem wird
dadurch vergröÿert, dass das Risiko zu einem Kon�denzintervall von 99,9%
geschätzt werden muss. Es müssen also Verluste berücksichtigt werden, die
erwartungsgemäÿ einmal in tausend Jahren auftreten (vgl. Lawrence 2003).
Die Kontextabhängigkeit variiert mit unterschiedlichen Risikotypen, die un-
ter operationellen Risiken zusammengefasst sind. So sind Risiken aus Natur-
katastrophen kaum kontextabhängig, während schon Risiken aus Terroran-
gri�en mehr vom Kontext abhängen. Betrug kann als ein Beispiel sehr star-
ker Kontextabhängigkeit gelten, da Möglichkeiten des Betrugs durch Anpas-
sungen der Kontrollumgebung minimiert werden können. Auch sind mehr
Betrugsfälle in Zeiten schlechter allgemeiner Konjunktur zu erwarten. Die
Kontextabhängigkeit muss daher für unterschiedliche Risikoursachen indivi-
duell betrachtet werden. Eine kurze Darstellung verschiedener Risikotypen
und der Wiederholbarkeit entsprechender Verluste �ndet sich in Embrechts
et al. (2003).
Auch wenn die Verlustdaten für die Zukunft relevant sind, bleibt die Frage,
ob durch ergri�ene Maÿnahmen die Häu�gkeit der Ereignisse oder der zuge-
hörige Verlust vermindert werden konnten und angepasst werden müssen.
Holmes (2003) weist auf die Problematik hin, das Portfolio operationeller
Risiken zu erfassen. Während die möglichen Verluste aus Markt- und Kre-
ditrisiken als bekannt gelten können, gestaltet sich im Bereich des operatio-
nellen Risikos die Identi�zierung von einzelnen Risiken schwierig. Prozesse
können auf Risiken hin analysiert werden, doch eine umfassende Identi�-
zierung von Risiken, die aus Systemen, Menschen oder externen Ereignissen
erwachsen, ist nahezu unmöglich. Gerade schwerwiegende Verlustrisiken sind
den Banken oft nicht bekannt. Als Beispiel können die Terroranschläge des
11. September 2001 dienen, die von niemandem vorhergesehen wurden. Nur
durch historische Verlusterfahrungen, die sicherlich nicht alle sich in Zukunft

5Da andere Banken wahrscheinlich nicht über die angepassten Kontrollstrukturen ver-
fügen, kann der Verlustfall für sie hingegen von Relevanz sein, weshalb er in Datenpools
aufgenommen werden sollte.
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ergebenden Risiken abdecken, ist eine Abschätzung möglich.
Wie bereits erwähnt, sind operationelle Risiken nicht an bestimmte Geschäf-
te gebunden. Daraus ergibt sich die Problematik, quanti�zierbare Gröÿen
auszumachen, die das Ausmaÿ beschreiben, in dem eine Bank einem Risi-
ko ausgesetzt ist. Vergleichbare Gröÿen des Kreditrisikos sind unter anderen
die Anzahl und die aggregierte Höhe aller Kreditforderungen einer Bank.
O�ensichtlich steigt das Risiko, je mehr Kredite ausgegeben werden und
je höher ihre Summe ausfällt. Im Bereich des operationellen Risikos fällt
die Identi�zierung solcher Risikoindikatoren nicht leicht. Ein Beispiel ist die
durchschnittliche Verweildauer von Mitarbeitern in einer bestimmten Abtei-
lung sein, deren Aufgabe wesentlich von Mitarbeitererfahrung und -wissen
abhängt. Je kürzer die Verweildauer, desto gröÿer ist das Risiko in der Ab-
teilung. Für ein Risiko können dabei mehrere Risikoindikatoren Verwendung
�nden. Zusätzliche Probleme ergeben sich bei der Bewertung der Indikatoren.
Im Beispiel ergibt sich die Frage, welches Risiko aus einer bestimmten durch-
schnittlichen Verweilzeit resultiert. Die Identi�zierung und Bewertung der
Risikotreiber stellen Probleme dar, welche für viele Risikotypen nur schwer
zu lösen ist.
Auch nach der positiven De�nition operationeller Risiken im Basel II Ak-
kord besteht weiterhin ein Zuordnungsproblem. Zum einen überschneiden
sich die verschiedenen Risikoarten. Denkbar ist ein Kredit, dessen Risiko
durch einen Mitarbeiter falsch beurteilt wurde. Ein entstehender Verlust
könnte den Kredit- oder den operationellen Risiken zugeordnet werden. Zum
anderen sind oft mehrere Ursachen für einen Verlust verantwortlich, z.B.
ein Eingabefehler eines Mitarbeiters und ein fehlerhaftes System, das die-
sen nicht bemerkt. Zusätzlich können sich Verlustereignisse auf verschiedene
Geschäftsbereiche auswirken. Eine genaue Abgrenzung ist zur Modellierung
unabdingbar, da Doppelzählungen zu einer überhöhten Risikoschätzung füh-
ren würden.
Die genannten Eigenschaften verhindern eine einfache Übertragung beste-
hender Modelle für andere Risikoarten auf operationelle Risiken und stellen
Probleme dar, die in den Verfahren und Modellen adressiert werden müssen.
Heute, kurz vor Inkrafttreten der neuen Richtlinien, sind zahlreiche Ansät-
ze entwickelt, von denen einige in dieser Arbeit dargestellt werden. Ob die
Modelle die Wirklichkeit gut abbilden, und ob die errechneten Kapitalan-
forderungen adäquat sind, wird erst die Zukunft zeigen. Wichtiger als die
genaue Quanti�zierung der Risiken ist jedoch die durch die neuen Richtlini-
en erreichte erhöhte Aufmerksamkeit, die operationellen Risiken entgegenge-
bracht wird (vgl. Currie 2004).
Während von wissenschaftlicher Seite zahlreiche Verö�entlichungen über mög-
liche Modelle vorliegen, sind nur wenig detaillierte Informationen über tat-
sächliche Implementierungen in Instituten ö�entlich zugänglich. Eine Viel-
zahl der Arbeiten befasst sich mit auftretenden Teilproblemen und lässt die
Umsetzung in der Praxis, die Eingliederung in ein Gesamtmodell, o�en. Die
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vorliegende Arbeit versucht, die Methoden praxisnah in einem ganzheitlichen
Ansatz von Anfang bis Ende, von den Verlustdaten bis zu einer Kapitalan-
forderung, darzustellen. Auftretende Probleme werden diskutiert und mög-
liche Lösungen aufgezeigt.

1.2 Kalibrierungsprobleme

kalibrieren � auf das richtige Maÿ bringen6

Es ist die Absicht des Ausschusses und liegt im Interesse der Banken, das
operationelle Risiko so exakt wie möglich zu messen, um die Steuerung und
die Absicherung durch Kapital zu ermöglichen. Das Kalibrierungproblem
teilt sich dabei auf die Aufsichtsbehörden bzw. den Basler Ausschuss und
die Banken auf. Für die einfacheren Messansätze im Basler Akkord müs-
sen die Parameter von Seiten der Aufsicht festgelegt werden. Die Parameter
gelten für alle Banken gleichermaÿen. Operationelle Risiken sind aber vor
allem bankinterner Natur (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 1998).
Es gestaltet sich schwierig die Parameter zu schätzen, so dass dem individu-
ellen Risikopro�l der Banken adäquat Rechnung getragen wird. Ein weiteres
Problem bereitet die Datengrundlage, auf der die Schätzung erfolgt. Auf das
Problem der Kalibrierung aus Sicht der Aufsicht wird in Kapitel 2.3 näher
eingegangen.
Zum anderen können Banken im Rahmen der fortgeschrittenen Messansätze
(AMA) die Mindesteigenkapitalanforderungen aus internen Modellen berech-
nen. Dazu sind gegenüber der Aufsicht quantitative und qualitative Anfor-
derungen an die Modelle zu belegen. Hier besteht das Kalibrierungsproblem
für die Banken, die die Parameter für die internen Modelle schätzen müssen.
Die Kalibrierung der fortgeschrittenen Ansätze wird in den Modellbeschrei-
bungen in Kapitel 3 erörtert.

1.3 Risikomaÿe und Value-at-Risk

Der Umgang mit Risiken erfordert nach ihrer Identi�zierung zunächst ihre
Quanti�zierung. Erst danach ist eine Steuerung und Kontrolle möglich. Da-
bei ist ein Risikomaÿ sinnvoll, das in Geldeinheiten ausgedrückt wird. Dies
ermöglicht eine Absicherung durch Kapital und die Einbeziehung in Preis-
kalkulationen. Ebenfalls können auf diese Weise Preise für Versicherungen
beurteilt werden.
Den etablierten Industriestandard zur Messung des Markt- und Kreditrisikos
stellt der Value-At-Risk (VaR) dar. Prinzipiell bezeichnet er den maximal
möglichen Verlust, der zu einem bestimmten Kon�denzniveau p während

6Vgl. wissen.de Wörterbuch, http://www.wissen.de/wde/generator/wissen/ressorts/
index,page=1871242.html, Abruf 17.2.06.
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einer Vorhalteperiode entstehen kann. Mit anderen Worten bezeichnet er
das p-Quantil der Verlustverteilung der Periode. Er schlieÿt den erwarteten
und unerwarteten Verlust ein. Mathematisch ausgedrückt bestimmt sich der
VaR zum Niveau p als

V aRp = inf{x ∈ R : F (x) ≥ p} ,

hierbei bezeichnet F die Verlustverteilung.
Vorteile des VaR sind vor allem die Einfachheit und Anschaulichkeit, die ihn
leicht kommunizierbar machen. Die Interpretation als das zu hinterlegende
Kapital, welches benötigt wird, um die Ruinwahrscheinlichkeit auf (1 − p)
festzusetzen, ist einfach nachzuvollziehen. Auch rechtfertigt diese Interpre-
tation eine Kapitalanforderung in Höhe des VaR, wird seitens der Aufsicht
ein Ruin mit der Wahrscheinlichkeit (1− p) in Kauf genommen.
Allerdings gibt es auch Nachteile: Artzner et al. (1999) zeigen, dass die An-
forderungen an ein kohärentes Risikomaÿ nicht erfüllt sind. Die Anforde-
rung der Subadditivität wird verletzt. Das heiÿt, es ist möglich, dass die
Summe des Risikos aus zwei einzelnen Positionen geringer ist als das in
einem Portfolio zusammengefasste Risiko der zwei Positionen. Die Anforde-
rung der Subadditivität an ein Risikomaÿ ist im Sinne der Diversi�zierung
leicht nachvollziehbar. Nur im Falle einer elliptischen Verlustverteilung ist
der VaR subadditiv und damit kohärent.7 Eine ausführlichere Darstellung
der Anforderungen wird in Anhang A gegeben.
Ein weiterer Nachteil des VaR ist, dass er keine Informationen über das Aus-
maÿ möglicher Verluste oberhalb des VaR gibt. Er ist damit zu optimistisch,
denn er liefert nur das beste Ergebnis im Bereich der gröÿtmöglichen Verlus-
te, d.h. der Verluste, die mit der Ruinwahrscheinlichkeit (1− p) eintreten.
Artzner et al. (1999) schlagen daher den Expected-Shortfall (ES) als (kohä-
rentes) Risikomaÿ vor. Er misst den erwarteten Verlust, vorausgesetzt der
VaR wird überschritten.8 Der ES zum Kon�denzniveau p ergibt sich dem-
nach nach

ESp = E(X|X > V aRp) .

Man spricht auch vom Conditional-VaR zum Niveau p. Die Zerlegung

ESp = V aRp + E(X − V aRp|X > V aRp)

macht deutlich, dass der ES immer über dem VaR liegt. Der zweite Term
berücksichtigt den erwarteten Verlust, wenn der VaR überschritten wird.
Daraus ergibt sich für eine Kapitalhinterlegung folgende Interpretation: Das

7Alle anderen Anforderungen an ein kohärentes Maÿ, die Translationsinvarianz, die
Homogenität und die Monotonie, erfüllt der VaR für jede Verteilung.

8Genau genommen ist diese Interpretation nur dann zulässig, wenn eine kontinuierli-
che Verlustverteilung vorliegt, wovon im Folgenden ausgegangen wird. Für den Fall einer
diskreten Verteilung wird auf Albrecht (2003) verwiesen.
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notwendige Kapital entspricht dem erwarteten Verlust E(X), dem Quantil-
kapital V aRp − E(X) und dem Exzess-Kapital E(X − V aRp|X > V aRp).
Der erste Teil deckt den mittleren Verlust ab, die zweite Komponente die
Di�erenz zum Maximalschaden mit Ruinwahrscheinlichkeit (1− p), und der
letzte Teil den mittleren Exzess-Verlust im Falle einer Überschreitung des
Maximalschadens (vgl. Albrecht 2003).
Abbildung 1.1 soll die Begri�e verdeutlichen.

Abbildung 1.1: Value-at-Risk und Conditional-Value-at-Risk

Es existiert eine Vielzahl weiterer Risikomaÿe, die z.T. keine monetäre In-
terpretation erlauben. Die Verwendung solcher abstrakten Maÿe ist nur für
bestimmte Anwendungen sinnvoll. Werden rudimentäre Anforderungen, z.B.
die Monotonie der Risikofunktion, erfüllt, eignet sich das Risikomaÿ zwar
zur Steuerung und Kontrolle der Risiken, eine Ableitung einer Kapitalan-
forderung gestaltet sich aber problematisch. Abstrakte Risikomaÿe eignen
sich dennoch, um Teile der Modelle zu validieren. Wie in Kapitel 2.3 näher
erläutert wird, veri�ziert Moscadelli (2004) die Ordnung der Geschäftsfelder
nach ihrem Risiko und ihrem jeweiligen Anteil am Gesamtrisiko mit Hilfe
eines abstrakten Risikomaÿes.
Die vom Basler Ausschuss verwendeten Risikomaÿe orientieren sich am VaR
Konzept. Für operationelle Risiken ist (bei Anwendung der AMA) Eigen-
kapital zur Deckung des Verlustes mit einem Kon�denzniveau von 99, 9%
und einer einjährigen Halteperiode vorzuhalten. Es wird also eine Ruinwahr-
scheinlichkeit von 0, 1% akzeptiert.
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Kapitel 2

Messmethoden für

operationelles Risiko nach

Basel II

2.1 Zielsetzung

Die zurzeit geltenden Eigenkapitalregelungen für Banken, der Basel I Ak-
kord, stammt aus dem Jahr 1988 und wurde im Laufe der Jahre durch zahl-
reiche Erweiterungen ergänzt. Nach Basel I sind 8% der risikogewichteten
Aktiva durch Eigenkapital zu hinterlegen (vgl. Basler Ausschuss für Banken-
aufsicht 1988). Die wichtigste Ergänzung (Basler Ausschuss für Bankenauf-
sicht 1996b) enthält Richtlinien zur Behandlung der Marktrisiken, die inter-
ne Modelle zur Risikoquanti�zierung erlauben. Andere Risiken, operationelle
Risiken eingeschlossen, werden in Basel I nicht explizit erfasst. Implizit wer-
den sie über ein Polster in der wenig di�erenzierten Berechnung der Mindest-
kapitalanforderung gedeckt (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 1999).
Wesentliche Kritikpunkte waren, dass die Berechnung das individuelle Risi-
kopro�l einer Bank nur unzureichend abbildet und neue Entwicklungen in
Finanzinstrumenten und Methoden der Risikomessung und -steuerung nicht
berücksichtigt werden. Daher entschloss sich der Basler Ausschuss für Ban-
kenaufsicht 1999 zu einer Neuregelung, um diese Schwächen zu beseitigen.
Das Ergebnis liegt mit dem zweiten Basler Akkord vor, der 2004 vom Aus-
schuss beschlossen wurde und Ende 2006 in Kraft tritt. Während die Rege-
lungen für Marktrisiken unverändert bleiben, gelten für Kreditrisiken neue
Ansätze. Operationelle Risiken werden erstmals explizit in die Anforderung
einbezogen.
Ziel der Neuregelung war eine Kapitalverordnung, die dem tatsächlichen
Risikopro�l der Banken gerecht wird, während die Mindesteigenkapitalan-
forderungen im Gesamtsystem aufrechterhalten werden sollten (vgl. Deut-
sche Bundesbank 2004). Durch eine risikosensitivere Gestaltung der Kapi-
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talanforderungen für Kreditrisiken und dem damit verbundenen Wegfall des
Polsters für andere Risiken ergab sich die Notwendigkeit, die vorher nur im-
plizit berücksichtigten anderen Risiken nun explizit in die Berechnung mit
einzubeziehen. Teile dieser Restrisiken, z.B. strategische Risiken oder das
Liquiditätsrisiko, sind jedoch nicht ausreichend quanti�zierbar, weshalb sich
der Ausschuss dazu entschloss, nur operationelle Risiken in die Mindestka-
pitalanforderung aufzunehmen. Die explizite Einbeziehung wird zusätzlich
Entwicklungen gerecht, die das Ausmaÿ, in dem Banken operationellen Ri-
siken ausgesetzt sind, in den letzten Jahren haben steigen lassen. Hierzu
zählen z.B. Outsourcing-Tendenzen oder die verstärkte computergestützte
Automatisierung (vgl. Stickelmann 2002).
Zusätzlich soll durch die explizite Einbeziehung ein stärkeres Bewusstsein
innerhalb der Banken für operationelle Risiken erreicht werden. Dies wird
zusätzlich unterstützt durch erweiterte O�enlegungsstandards gegenüber der
Aufsicht und Kapitalgebern. Currie (2004) hält diesen Aspekt für den weit
wichtigeren, da durch die erhöhte Kapitalanforderung die Ursachen opera-
tioneller Risiken nicht behoben werden, und sie bezweifelt, dass zusätzlich
vorzuhaltendes Kapital die Stabilität des Finanzsystems merklich erhöht.
Dies i nur durch den veränderten Umgang mit operationellen Risiken und
der Verbesserung der Prozesse und Kontrollstrukturen zu erreichen.
Dem Ausschuss zufolge wird ein solides Finanzsystem durch drei tragende
Elemente sichergestellt, die auch als Säulen von Basel II bezeichnet wer-
den. Diesen entsprechend gliedert sich der Akkord in drei Teile. Die erste
Säule stellen die Mindestkapitalanforderungen für Markt-, Kredit- und ope-
rationelle Risiken dar. Zur Deckung möglicher Verluste muss Eigenkapital in
ausreichender Höhe vorgehalten werden.
Die Angemessenheit der Kapitalausstattung und des Risikomanagements
muss von einer unabhängigen Aufsichtsbehörde überprüft werden. Regelun-
gen zum aufsichtlichen Überprüfungsverfahren bilden die zweite Säule des
Akkords.
In der dritten Säule wird die Marktdisziplin adressiert. Hohe O�enlegungs-
vorschriften sollen die Kontrolle und Bewertung des Risikomanagements der
Banken durch den Markt ermöglichen. Der Ausschuss verspricht sich hiervon
weitere Anreize für ein besseres und bewussteres Risikomanagement.
Restrisiken, die nicht innerhalb der ersten Säule, den Mindesteigenkapital-
anforderungen, adressiert werden, müssen dennoch in die Risikobetrachtung
der Bank einbezogen werden. Qualitative Regelungen dazu �nden sich in der
zweiten und dritten Säule des Akkords.
Zur Bestimmung der Mindesteigenkapitalanforderung für operationelle Risi-
ken sieht der neue Akkord drei Ansätze mit fortschreitender Komplexität und
Risikosensitivität vor. In den beiden ersten Ansätzen wird die Anforderung
anhand von Indikatorgröÿen berechnet. Der letzte Ansatz erlaubt die An-
wendung interner Modelle, solange sie gewisse quantitative und qualitative
Anforderungen erfüllen. Es wird kein Modell explizit vorgeschrieben, woraus
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eine Flexibilität des Akkords resultiert, die Anwendung zukünftiger Entwick-
lungen in der Risikomessung ohne langwierige Änderungen des Regelwerks
zu ermöglichen.
Die Anwendung der komplexeren Ansätze ist an zunehmende Anforderun-
gen an das Risikomanagement der Bank geknüpft. Den Banken sollen über
die gesteigerte Risikosensitivität und den damit geringeren Kapitalanforde-
rungen Anreize gegeben werden, zu einem komplexeren Ansatz zu wechseln.
Es ist den Banken nicht erlaubt, von einem fortgeschritteneren Ansatz zu
einem einfacheren zurückzukehren, um Eigenkapitalarbitrage zu verhindern.
Der Basler Ausschuss spricht von der Kontinuität der Ansätze.
Kritisiert wurde in der Konsultationsphase, dass innerhalb der Ansätze kei-
ne Möglichkeit zur Verringerung der Kapitalanforderung durch verbessertes
Risikomanagement gegeben wird und somit nur Fortschritte quantitativer
Natur belohnt werden (vgl. Zentraler Kreditausschuss 2001). Die Forde-
rung, die Qualität des Risikomanagementrahmens der Banken durch einen
Multiplikator in die Kapitalanforderung einzubeziehen, wurde jedoch nicht
aufgegri�en.
Weiter besteht nach Zentraler Kreditausschuss (2001) die Möglichkeit von
Eigenkapitalarbitrage, wenn der Akkord wie vorgesehen auf vollkonsolidier-
ter Basis angewandt wird. Die Möglichkeit besteht, wenn Bereiche in die
Kapitalanforderung einbezogen werden, die unter anderen Eigentümerver-
hältnissen nicht oder anders reguliert sind. Im verabschiedeten Akkord wird
dem nur durch die Möglichkeit von Ausnahmen begegnet, die die Regulie-
rungsbehörde gestatten kann.
Die Methoden der verschiedenen Ansätze und die Anforderungen an ihre
Anwendung werden in den nächsten Abschnitten dargestellt. Im Anschluss
daran wird die Problematik der Kalibrierung aufgegri�en.

2.2 Methoden

2.2.1 Basisindikatoransatz

Den einfachsten Ansatz zur Ermittlung der Mindesteigenkapitalanforderung
für operationelles Risiko stellt der Basisindikatoransatz (BIA) dar. Er be-
rechnet das vorzuhaltende Eigenkapital anhand einer einzigen Indikator-
gröÿe, dem Bruttoertrag. Dieser ist de�niert als Nettozinsertrag zuzüglich des
zinsunabhängigen Ertrags (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2004).
Durch Multiplikation des Durchschnitts der letzten drei Bruttoerträge mit
einem aufsichtlich vorgegebenen Faktor, dem Alpha-Faktor, erhält man die
Mindesteigenkapitalanforderung. Dabei sollen nur die positiven Bruttoerträ-
ge der letzten drei Jahre einbezogen werden. Formal ausgedrückt ergibt sich
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das Mindesteigenkapital für operationelles Risiko Kt
BIA im Jahre t zu

Kt
BIA = α ·

∑3
i=1 GIt−i · 1{GIt−i>0}∑3

i=1 1{GIt−i>0}
.

GIt−i bezeichnet dabei den Bruttoertrag des Jahres (t−i). Der Alpha-Faktor
wurde auf α = 15% festgesetzt.1

Es wird ein proportionaler Zusammenhang zwischen dem operationellen Ri-
siko und dem Bruttoertrag unterstellt. Gerade die Verwendung des Brutto-
ertrags als Indikatorgröÿe wurde im Rahmen der Konsultationsphase stark
kritisiert. Der Zentrale Kreditausschuss � ein Zusammenschluss der fünf
Spitzenverbände der deutschen Kreditwirtschaft � sieht keinen Zusammen-
hang zwischen operationellen Verlusten und dem Ertrag. Darüber hinaus
würden durch die Verwendung des Ertrags keine bzw. falsche Steuerungsan-
reize gesetzt. Ein besseres Risikomanagement, das zu geringeren Verlusten
führt, bewirkt eine Steigerung des Ertrags und gleichzeitig eine Erhöhung
der Kapitalanforderung (vgl. Zentraler Kreditausschuss 2001).
Die Intention des Ausschusses, dem Problem dadurch zu begegnen, den
Bruttoertrag vor Abzug operationeller Verluste zu ermitteln, widersprach
der gewünschten Einfachheit des Ansatzes (vgl. Gramlich und Gramlich
2002). Dies hätte die Identi�zierung und Quanti�zierung der operationel-
len Verluste vorausgesetzt. Der verabschiedete Akkord versucht dem gerecht
zu werden, indem der Bruttoertrag vor Wertberichtigungen, ohne Abzug für
betriebliche Aufwändungen, z.B. auch für externe Dienstleistungen, und Ge-
winne und Verluste im Anlagenbuch bestimmt wird, und sporadische und
auÿerordentliche Erträge sowie Einkünfte aus Versicherungsgeschäften nicht
eingeschlossen werden (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2004). Im
Gegensatz zur Meinung des Zentralen Kreditausschusses ist der so de�nierte
Bruttoertrag nach empirischen Untersuchungen des Basler Ausschusses mit
den operationellen Verlusten positiv korreliert (vgl. Deutsche Bundesbank
2004). Weiter spricht für den Bruttoertrag, dass er leicht aus der Gewinn- und
Verlustrechnung zu ermitteln ist, während sich in einigen Banken Probleme
bei der Ermittlung alternativer Indikatoren ergaben (vgl. Basler Ausschuss
für Bankenaufsicht 2003a).
Als problematisch wird weiterhin angesehen, dass in verschiedenen Ländern
zum Teil unterschiedliche Rechnungslegungsvorschriften gelten (vgl. Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht 2001). Dieses Problem ist auch im verabschie-
deten Akkord nicht gelöst; der Nettozinsertrag und das zinsunabhängige Er-
gebnis sind durch die nationale Bankenaufsicht oder nationale Rechnungs-
legungsstandards zu de�nieren (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht
2004).
Der Bruttoertrag schlieÿt Erträge aus Finanzgeschäften ein. Diese sind star-
ken Schwankungen ausgesetzt, die sich auf den Bruttoertrag übertragen. Als

1In Abschnitt 2.3 wird auf die Kalibrierung des Alpha-Faktors näher eingegangen.
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Plangröÿe für die Ermittlung der Kapitalanforderung einer Folgeperiode er-
scheint der Bruttoertrag daher fragwürdig und wurde auch deshalb viel-
fach kritisiert (vgl. Zentraler Kreditausschuss 2001). Um Schwankungen in
der Kapitalanforderung abzufedern, wurde im verabschiedeten Akkord der
Durchschnitt der letzten drei Jahre als Indikatorgröÿe gewählt.
Der BIA ist für Banken gedacht, die nur in geringem Ausmaÿ operationel-
len Risiken ausgesetzt sind und für die der Aufwand eines besseren Ansatzes
aus Kostenaspekten nicht gerechtfertigt wäre. Von international tätigen Ban-
ken wird erwartet, dass sie einen der fortgeschritteneren Ansätze anwenden.
Die Einfachheit hat ihren Preis darin, dass der Bruttoertrag nur eine grobe
Schätzung des operationellen Risikos liefern kann und das individuelle Ri-
sikopro�l der Banken weitgehend unberücksichtigt bleibt. Die Festsetzung
eines branchenweit gültigen Alpha-Faktors ist problematisch, da gerade das
operationelle Risiko von Natur aus stark von dem jeweiligen Institut abhängt.
Abgeschlossene Versicherungen werden im BIA nicht berücksichtigt. Kriti-
ker fordern eine Einbindung, da ansonsten der Anreiz entstünde, Versiche-
rungen nicht abzuschlieÿen (vgl. Zentraler Kreditausschuss 2001). Jedoch
würde die Berücksichtigung der angestrebten Einfachheit des Ansatzes wi-
dersprechen. Durch die indirekte Berücksichtigung über die Kalibrierung des
Alpha-Faktors wird dennoch eine angemessene Kapitalanforderung erreicht
(vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2001).
Der Ausschuss merkt an, dass eine Berechnung über den Bruttoertrag das
Risiko unterschätzen kann. Dies ist gerade bei Banken mit geringen Margen
oder geringer Ertragskraft der Fall (vgl. Basler Ausschuss für Bankenauf-
sicht 2004). Aufgabe der prüfenden Aufsicht ist, sicherzustellen, dass die
Eigenkapitalanforderung den möglichen Verlusten aus operationellen Risi-
ken gerecht wird.

Anforderungen: Der BIA stellt das Einstiegsverfahren dar und ist somit
an keine speziellen Anforderungen geknüpft. Dennoch sollten die vom Aus-
schuss verö�entlichten Leitlinien zum Management operationeller Risiken
(Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2003b) Beachtung �nden.

2.2.2 Standardansatz

Im Standardansatz (STA) werden acht Geschäftsbereiche unterschieden, in
denen wiederum der Bruttoertrag als Indikator für das operationelle Risi-
ko herangezogen wird.2 Es wird also nicht auf Ebene der Bank, sondern in
den einzelnen Geschäftsbereichen eine Proportionalität unterstellt. Die Ge-
schäftsbereiche sind in Tabelle 2.1 aufgeführt.

2Eine Ausnahme ergibt sich durch den Alternativen Standardansatz (ASA), der nach
Genehmigung der Aufsicht Banken erlaubt, im Retail- und Firmenkundengeschäft jeweils
die Höhe der Darlehen und Kredite (mit 0,035 gewichtet) als Indikator zu verwenden. Die
Berechnungsweise gleich ansonsten der des STA.
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Die Mindestkapitalanforderung eines Jahres für den jeweiligen Geschäftsbe-
reich errechnet sich wie im BIA durch Multiplikation des Bruttoertrags mit
einem von der Aufsicht vorgegebenen Faktor für den Geschäftsbereich, dem
Beta-Faktor. Die Kapitalanforderung für das gesamte Institut errechnet sich
als Durchschnitt über die letzten drei Jahre der einfachen Summe der für die
Geschäftsbereiche ermittelten Werte. Zu beachten ist dabei, dass negative
Ergebnisse (aufgrund negativer Erträge) eines Geschäftsbereichs mit posi-
tiven Ergebnissen in anderen Bereichen innerhalb eines Jahres verrechnet
werden dürfen. Dies soll neben der risikosensitiveren Berechnung des Min-
desteigenkapitals den Banken einen Anreiz geben, in den fortgeschritteneren
Ansatz zu wechseln (vgl. McNeil et al. 2005). Jedoch darf für ein Jahr die
Summe der Ergebnisse in den Geschäftsbereichen nicht negativ sein. Im Ge-
gensatz zum BIA gehen im STA die Ergebnisse negativer Ergebnisse eines
Jahres in den Nenner mit ein. Formal errechnet sich die Mindesteigenkapi-
talanforderung Kt

STA im Jahr t zu

Kt
STA =

1
3

3∑
i=1

max[

 8∑
j=1

GIt−i
j · βj

 , 0] .

GIt−i
j bezeichnet den (evtl. negativen) Bruttoertrag des Geschäftsbereichs j

im Jahr (t − i). βj bezeichnet den Beta-Faktor des Geschäftsbereichs. Die
einzelnen Werte der Beta-Faktoren sind Tabelle 2.1 zu entnehmen.

Tabelle 2.1: Geschäftsbereiche und zugehörige Beta-Faktoren im STA

Geschäftsbereich Beta-Faktor
Unternehmens�nanzierung/-beratung
(Corporate Finance)

18%

Handel (Trading & Sales) 18%
Retail-Geschäft (Retail Banking) 12%
Firmenkundengeschäft (Commercial Banking) 15%
Zahlungsverkehr und Wertpapierabwicklung
(Payment & Settlement)

18%

Depot- und Treuhandgeschäfte (Agency Services) 15%
Vermögensverwaltung (Asset Management) 12%
Wertpapierprovisionsgeschäft (Retail Brokerage) 12%

Quelle: Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2004)

Beabsichtigt ist, durch die Unterteilung in Geschäftsbereiche mit unterschied-
lichen Beta-Faktoren eine bessere Risikosensitivität zu erreichen. Dafür spricht
das intuitive Verständnis, dass die Geschäftsbereiche in unterschiedlichem
Maÿ Risiken ausgesetzt sind. Allerdings kann in Basler Ausschuss für Ban-
kenaufsicht (2001) kein signi�kanter Unterschied zwischen den Beta-Faktoren
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der unterschiedlichen Bereiche festgestellt werden, was auf die kleine Anzahl
an der Erhebung teilnehmender Institute und die unterschiedliche Berech-
nungsweise des ökonomischen Kapitals zurückgeführt wird (siehe auch Ab-
schnitt 2.3).
Die Aufteilung in Bereiche entspricht weitgehend den Vorschlägen aus der In-
dustrie. Die Banken sollten daher in der Lage sein, ihre Tätigkeiten entspre-
chend zuzuordnen (vgl. Stickelmann 2002). Allerdings kritisieren Gramlich
und Gramlich (2002), dass spezielle Geschäftstätigkeiten wie das Bauspar-
geschäft der Landesbanken nicht getrennt berücksichtigt werden und ihrem
speziellen Risikopro�l nicht Rechnung getragen wird.
Moscadelli (2004) zeigt, dass für eine durchschnittliche international tätige
Bank der beabsichtigte Anreiz besteht, vom BIA zum STA zu wechseln,
da die Kapitalanforderung durch den Wechsel sinkt. Die Angaben in Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht (2003a) scheinen dies zu bestätigen. Dieser
Anreiz kann aber unter Umständen nicht bestehen, wenn eine Bank nur in
einigen Geschäftsfeldern aktiv ist. Auf diese Problematik wird in Abschnitt
2.3 näher eingegangen.
Im ersten Konsultationspapier wurden für die unterschiedlichen Bereiche
statt des Bruttoertrags andere Indikatoren in Erwägung gezogen. Diese wur-
den jedoch mit der zweiten Auswirkungsstudie fallen gelassen. O�ensichtlich
war keiner der angedachten Indikatoren dem Bruttoertrag überlegen (vgl.
Stickelmann 2002). Vor allem die einfache Ermittlung aus der Gewinn- und
Verlustrechnung spricht für den Bruttoertrag. In Basler Ausschuss für Ban-
kenaufsicht (2003a) wurden Probleme der Banken festgestellt, andere Indi-
katorgröÿen nach Geschäftsbereichen getrennt zu ermitteln. Wie im Falle
des BIA wurde die Verwendung des Ertrags aus denselben Gründen vielfach
kritisiert (vgl. Zentraler Kreditausschuss 2001).
Auch in der Diskussion des STA wurde bemängelt, dass die Absicherung
gegen Verluste durch Versicherungen keine Berücksichtigung �ndet. Dadurch
ent�ele der Anreiz Versicherungen abzuschlieÿen, was im Gegensatz zum
Ziel der Erhöhung der Stabilität des Finanzsystems stehe (vgl. Zentraler
Kreditausschuss 2001). Die Gefahr einer überhöhten Kapitalanforderung
besteht nach Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2001) jedoch nicht, da
Versicherungen in der Kalibrierung ausreichend berücksichtigt wurden. Die
direkte Einbeziehung würde dagegen die Komplexität des STA übersteigen.

Anforderungen: Im Gegensatz zum BIA werden an die Anwendung des
STA konkrete Zulassungsanforderungen gestellt. Diese können in Anforde-
rungen an ein e�ektives Risikomanagement und eine e�ektive Risikokontrolle
und Anforderungen an die Bewertung und Validierung unterteilt werden (vgl.
Stickelmann 2002). Im Folgenden werden die Anforderungen nach Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht (2004) dargestellt.
Es muss eine Risikomanagement-Einheit geben, die Grundsätze und Verfah-
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ren zum Risikomanagement und zur Risikokontrolle entwickelt. Dazu gehören
Strategien zur Identi�zierung, Messung, Bewertung und Steuerung von ope-
rationellen Risiken. Weiter ist sie für die Entwicklung und Umsetzung von
Bewertungsmethoden und einem Berichtsystem verantwortlich. Das Bericht-
system soll die in den Geschäftsbereichen Verantwortlichen, die Geschäfts-
leitung und das oberste Verwaltungsorgan regelmäÿig über Risiken und ent-
standene Verluste informieren.
Operationelle Verluste und andere relevante Daten, z.B. Faktoren des Ge-
schäftsumfelds, sind systematisch und Geschäftsfeldern zugeordnet zu sam-
meln. Diese Daten müssen in das Berichtsystem und die Risikoanalyse ein-
bezogen werden. Die Datenerhebung führt zusätzlich auf die fortgeschritte-
nen Ansätze hin, für die eine Datengrundlage von mindestens drei Jahren
vorausgesetzt wird. Klare Grundsätze zur Zuordnung von Erträgen zu den
im Akkord de�nierten Geschäftsfeldern müssen entwickelt und dokumentiert
werden. Sie sind regelmäÿig zu prüfen und auf Änderungen und neue Tätig-
keiten hin anzupassen.
Ferner sollen Anreize für einzelne Abteilungen gescha�en werden, das Mana-
gement operationeller Risiken zu verbessern. Das gesamte Risikomanagement
und -kontrollsystem muss gut dokumentiert und seine Einhaltung gewährleis-
tet werden. Auch ist in den Geschäftsbereichen für ausreichende Ressourcen
für den Umgang mit operationellen Risiken zu sorgen.
Das Bewertungs- und das Risikomanagementsystem sind zu validieren und
regelmäÿig durch unabhängige Stellen zu überprüfen. Diese müssen über ent-
sprechende Ressourcen verfügen. Das oberste Verwaltungsorgan muss aktiv
in die Überwachung des Managementsystems einbezogen werden. Darüber
hinaus sind die Verfahren und auch ihre Validierung regelmäÿig durch exter-
ne Prüfer oder die Bankenaufsicht zu prüfen.
Der Zentrale Kreditausschuss kritisiert die Anforderungen, da sie zur Berech-
nung der Kapitalanforderung nicht notwendig und zum Teil nur im Hinblick
auf die fortgeschritteneren Ansätze gerechtfertigt sind (vgl. Zentraler Kre-
ditausschuss 2001). Die Qualität des Risikomanagementrahmens der Bank
sollte daher durch einen Multiplikator in der Kapitalanforderung berücksich-
tigt werden.

2.2.3 Fortgeschrittene Messansätze

In den fortgeschrittenen Messansätzen (AMA) wird es den Banken erlaubt,
die Eigenkapitalanforderung durch interne Modelle zu berechnen. Diese müs-
sen gewissen qualitativen und quantitativen Anforderungen entsprechen, die
im nächsten Abschnitt weiter ausgeführt werden. Die Aufsicht muss der An-
wendung nach eingehender Überprüfung der Modelle zustimmen.
Welche Modelle im Rahmen der AMA Anwendung �nden dürfen, wird im
Akkord nicht explizit vorgeschrieben. Dies birgt eine wünschenswerte Flexi-
bilität, durch die zukünftige Entwicklungen nicht durch regulatorische Rah-
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menbedingungen beeinträchtigt werden. Modelle und Verfahren können von
der Aufsicht genehmigt werden, ohne dass aufwändige Änderungen des Re-
gelwerks nötig sind. Verschiedenste Modellarten können Anwendung �nden,
solange die Anforderungen erfüllt werden. Zu nennen sind vor allem Ver-
lustverteilungsansätze (LDA), die Verlustverteilungen aus historischen Da-
ten schätzen und über diese Risikomaÿe bestimmen. LDA-Ansätze werden
in Kapitel 3.1 ausführlich dargestellt. Andere Ansätze sind z.B. Scorecard-
Modelle oder Indikatoransätze. Alternative Ansätze werden in den Kapiteln
3.3 und 3.4 besprochen.
In der Phase der Zulassung ist zunächst eine Parallelrechnung von einem
Jahr vorgesehen, in der die Eigenkapitalanforderung nach den Maÿgaben
des ersten Basler Akkords berechnet wird und diese als Maÿstab für die
Bewertung der Ergebnisse der AMA dient. Erst nach dieser Phase darf die
Berechnung der Kapitalanforderung auf den AMA basieren, die Zulassung
durch die Aufsicht vorausgesetzt. In der Konsultationsphase war zunächst
eine Untergrenze für die nach den AMA berechneten Kapitalanforderungen
vorgesehen, die sich an der Kapitalanforderung nach dem STA orientieren
sollte. Der verabschiedete Akkord setzt dagegen bei Anwendung der fort-
geschrittenen Ansätze3 für die ersten zwei Jahre eine Untergrenze nicht für
die Kapitalanforderung aus operationellen Risiken, sondern für die gesam-
te Eigenkapitalanforderung aus Markt-, Kredit- und operationellen Risiken.
Diese errechnen sich zu 90% bzw. 80% der Kapitalanforderung nach Basel I.
Der Ausschuss behält sich vor, Untergrenzen über das Jahr 2009 hinaus vor-
zugeben, sollte er dies für erforderlich ansehen.
Untergrenzen der Kapitalanforderung können von den Aufsichtsbehören für
einzelne Banken erlassen werden, wenn diese erstmalig fortgeschrittene An-
sätze anwenden. Diese können sich an anderen Maÿgaben als der Kapitalan-
forderung des alten Akkords orientieren.
Den Banken ist es erlaubt, die AMA schrittweise in einzelnen Geschäftsberei-
chen einzuführen. Es muss dabei aber ein wesentlicher Teil der operationellen
Risiken von den AMA abgedeckt werden. Die partielle Anwendung ist auf
Bereiche beschränkt, in denen die Anforderungen an die AMA erfüllt sind.
Auÿerdem muss der Aufsicht ein Zeitplan zur Umstellung der anderen Ge-
schäftsbereiche vorgelegt werden. Eine dauerhafte partielle Anwendung ist
nur in Ausnahmefällen zulässig.

Anforderungen: Für die Anwendung der AMA müssen zusätzlich zu den
Anforderungen des STA weitere qualitative und quantitative Kriterien er-
füllt werden. Vor allem muss das interne Modell erwartete und unerwarte-
te Verluste angemessen schätzen und dabei interne und externe Verlustda-
ten, Szenarioanalysen und Faktoren berücksichtigen, die das Geschäftsumfeld

3Die Untergrenze gilt für Banken, die die AMA für operationelle Risiken und / oder
den auf internen Ratings basierenden Ansatz (IRB) für Kreditrisiken anwenden.
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und Kontrollsystem der Bank widerspiegeln. Weiter muss das Messsystem
auch intern in der Allokation des ökonomischen Kapitals Verwendung �nden
und Anreize zur Verbesserung des Risikomanagements scha�en. Im Folgen-
den werden die Anforderungen gemäÿ Basler Ausschuss für Bankenaufsicht
(2004) dargestellt.
Es wird ebenfalls eine Risikomanagement-Einheit gefordert, deren Unabhän-
gigkeit für die AMA explizit erforderlich ist. Sie ist wie im STA für die
Entwicklung und Umsetzung der Grundsätze und Verfahren zum Risikoma-
nagement und zur Risikokontrolle und von Strategien zur Identi�zierung,
Messung, Bewertung und Steuerung von operationellen Risiken verantwort-
lich. Weiter ist ein Berichtsystem zu entwickeln und umzusetzen. Die Einheit
ist auch für die Entwicklung und Umsetzung der bankinternen Messmetho-
den für das operationelle Risiko zuständig.
Bei der Prüfung durch externe Prüfer oder die Bankaufsicht müssen die inter-
nen Validierungsansätze und die Prozesse des Risikosystems berücksichtigt
werden. Die Spezi�kationen und Parameter des Systems sind der Prüfung
zugänglich zu machen.
Zu den quantitativen Anforderungen gehört insbesondere, dass der verfolgte
Ansatz seltene, aber schwerwiegende Ereignisse im Endbereich der Verlust-
verteilung erfasst. Die Kapitalanforderung ist für ein Jahr und ein Kon�-
denzniveau von 99,9% zu berechnen. Dabei sind erwartete und unerwartete
Verluste zu berücksichtigen. Kann die Bank nachweisen, dass sie einen Teil
des erwarteten Verlustes angemessen in ihren Geschäftspraktiken, d.h. vor
allem bei der Preiskalkulation, berücksichtigt, muss dieser Teil nicht mit
Kapital hinterlegt werden. Dazu muss die Aufsicht von der Berechnungswei-
se des erwarteten Verlustes überzeugt werden. Werden zukünftige Erträge
zur Abdeckung des erwarteten Verlustes verwendet, muss dargestellt wer-
den, dass diese Erträge mit ausreichender Wahrscheinlichkeit eintreten (vgl.
Bundesanstalt für Finanzdienstleistungsaufsicht 2005a).
Die dem Ansatz zugrunde liegende De�nition operationeller Risiken muss mit
der von Basel II vereinbar sein. Das heiÿt nicht, dass die De�nition exakt der
des Ausschusses gleichen muss. Sie muss aber die gleichen Risiken umfassen
und Verluste müssen den im Akkord genannten Ursachen zugeordnet werden
können. Zum Beispiel di�erenziert die De�nition der Deutschen Bank das
operationelle Risiko ausgehend von Menschen und Prozessen stärker als die
De�nition des Ausschusses (vgl. Deutsche Bank 2004).
Bei der Aggregation von Risikomessgröÿen verschiedener Geschäftsbereiche
oder Ursachen können Korrelationen berücksichtigt werden, wenn die Bank
sicherstellen kann, dass zur Ermittlung der Korrelationen angemessene quan-
titative und qualitative Verfahren verwendet werden. Insbesondere muss
auch die Unsicherheit der Schätzung in Extremsituationen berücksichtigt
und durch Stress-Tests validiert werden. In anderen Fällen sind die einzel-
nen Kapitalanforderungen einfach zu addieren (vgl. McNeil et al. 2005).
Weiter muss das Messsystem der Bank hinreichend detailliert und granular
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sein, um Risikotreiber zu identi�zieren. Diese Anforderung ist für die Date-
nerhebung, das Berichtswesen und die Festlegung der Ebenen, auf der die
Risiken quanti�ziert werden, von entscheidender Bedeutung.
Der Ansatz muss die vier Elemente, interne und externe Daten, Szenarioana-
lysen und Faktoren des Geschäftsumfeldes und des Kontrollsystems, einbe-
ziehen und entsprechend der Umstände gewichten. In Situationen, in denen
wenige Verlustdaten vorliegen, werden die Geschäftsumfeld- und Kontroll-
faktoren sowie Expertenschätzungen eine groÿe Rolle spielen. Liegen aus-
reichend Daten vor, kommt ihnen weniger Bedeutung zu. Doppelzählungen
von Verlusten sind zu vermeiden. Zum Beispiel können externe Daten zur
Szenarioanalyse herangezogen werden, sie sollten dann aber nicht mit deren
Ergebnissen vermischt in eine Schätzung der Verlustverteilung eingehen.
Die Datengrundlage von internen Verlusten soll mindestens fünf Jahre betra-
gen. Bei der erstmaligen Anwendung der AMA, die Phase der Parallelrech-
nung mitgerechnet, sind drei Jahre zulässig. Zur Einbeziehung sind Verfahren
zu entwickeln und zu dokumentieren, die die Relevanz der Daten beurteilen.
Historische Verlustdaten, denen eine andere als die aktuelle Geschäftstätig-
keit oder Kontrollumgebung oder ein anderes Geschäftsumfeld zugrundelie-
gen, sollen weniger gewichtet eingehen und eventuell angepasst werden.
Die Daten müssen so erfasst werden, dass sie den im Akkord vorgegebe-
nen Ursachen und Geschäftsfeldern zuzuordnen sind. Die Methodik der Ab-
grenzung muss sorgfältig dokumentiert werden. Die Banken werden ange-
halten, eine Bagatellgrenze der Höhe der zu erfassenden Verluste festzuset-
zen. Hier gibt der Ausschuss als Orientierungsgröÿe einen Bruttoverlust4 von
10.000 Euro vor. In verschiedenen Geschäftsbereichen können unterschiedli-
che Grenzen gesetzt werden. Bei der Festsetzung muss sichergestellt werden,
dass alle nicht erfassten Verluste keinen wesentlichen Ein�uss auf die Risi-
koschätzung haben.
Der Umfang- und Detaillierungsgrad der erfassten Daten soll sich an der
Gröÿe des Verlustes orientieren. Mindestens sind neben Verlusthöhe der
Zeitpunkt des Ereignisses, eventuelle Minderungen des Verlustes und eine
Beschreibung der Ursachen zu erfassen. Die Erfassungsmethodik muss klä-
ren, wie Verluste in zentralen Bereichen zu erfassen sind. Dies beinhaltet
die Zuordnung dieser Verluste in die vorgegebenen Verlustkategorien. Ope-
rationelle Verluste, die im Zusammenhang mit Kreditrisiken stehen, werden
in der Kapitalanforderung für Kreditrisiken berücksichtig und erhalten da-
her in der Berechnung des operationellen Risikos keinen Eingang. Trotzdem
müssen sie in der Datenbank für operationelle Risiken erfasst und gesondert
gekennzeichnet werden. Operationelle Verluste, die mit Marktrisiken zusam-
menhängen, sind in die Modelle des operationellen Risikos mit einzubeziehen.
Die Banken müssen ebenfalls externe Daten nutzen. Diese können aus ö�ent-

4Als Bruttoverlust wird der Verlust vor Abzug eventueller Minderungen durch Versi-
cherungen oder andere Rückerstattungen bezeichnet.
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lich zugänglichen Quellen oder aus Datenpooling-Initiativen stammen. Die
Einbeziehung soll vor allem das Problem weniger oder nicht vorhandener
Daten über seltene Ereignisse mit hohem Verlustpotential mindern. Es müs-
sen klare Methoden entwickelt werden, wann externe Daten heranzuziehen
sind und in welcher Weise die Verarbeitung erfolgen soll. Zum Beispiel könn-
ten die Daten als Grundlage von Szenarioanalysen oder einbezogen oder in
einem Verlustverteilungsansatz mit den internen Daten kombiniert werden.
Ebenfalls muss geklärt werden, wie Datenskalierungen und qualitative An-
passungen zu erfolgen haben und von wem sie vorgenommen werden dürfen.
Die Verfahren müssen regelmäÿig, auch von unabhängiger Stelle, überprüft
werden.
Durch Szenarioanalysen sind Expertenschätzungen über hohe Verluste in das
Modell einzubeziehen. Der Akkord hebt besonders die Bedeutung von Sze-
narien für die Überprüfung der Korrelationsannahmen in Extremsituationen
hervor. Alternativ können Expertenschätzungen über die Verlustverteilung
herangezogen werden. Im Laufe der Zeit sollen die Schätzungen mit Hilfe
von tatsächlichen Verlustdaten validiert und angepasst werden.
Faktoren des Geschäftsumfelds und des Kontrollsystems, die als Risikotrei-
ber identi�ziert werden, müssen ebenfalls in das Modell ein�ieÿen. Die Aus-
wirkungen auf die Risikoschätzung und die Gewichtung der Faktoren müs-
sen dokumentiert und von unabhängiger Stelle in der Bank sowie von der
Bankaufsicht überprüft werden. Der Ausschuss beabsichtigt, die Risikoschät-
zungen durch die Geschäftsumfeld- und Kontrollfaktoren zukunftsorientier-
ter und Änderungen frühzeitig erkennbar zu machen. Die Faktoren sollen
dazu beitragen, z.B. Risikominderungen durch verbesserte Kontrollen oder
Steigerungen durch erhöhte Komplexität zu erfassen. Durch den Vergleich
mit tatsächlich eingetretenen Verlusten, externen Daten und durchgeführten
Anpassungen soll die Einbindung der Indikatoren im Zeitverlauf validiert
werden.
Im Rahmen der AMA dürfen Banken Versicherungen zur Risikominderung
in die Kapitalanforderung einbeziehen. Die Minderung ist auf maximal 20%
der Kapitalanforderung beschränkt und an Anforderungen an den Versiche-
rer geknüpft. Vor allem muss die Versicherung von einer Drittpartei gewährt
werden, so dass ein echter Risikotransfer statt�ndet. Zahlungsunsicherheiten,
z.B. aus Zahlungsunfähigkeit des Versicherers oder aufgrund verschiedener
Auslegungen der Policen, sind bei der Einbeziehung zu berücksichtigen. Wei-
tere Anforderungen an die Ausgestaltung der Policen werden in Abschnitt
3.1.8 weiter ausgeführt. Die Einschränkung der Minderung auf 20% wird von
Lawrence (2003) kritisiert, da sie den Anreiz mindere, Versicherungen abzu-
schlieÿen. Die Grenze soll nach Ansicht des Ausschusses ein Polster gegen
verzögerte Auszahlungen und rechtliche Streitigkeiten über den Versiche-
rungsfall scha�en. Dies steht im Widerspruch zu den Anforderungen, die die
Erfassung solcher Probleme im Modell vorschreiben.
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2.3 Kalibrierung

Im Folgenden wird die Kalibrierung des Basisindikatoransatzes (BIA) und
des Standardansatzes (STA), d.h. die Festsetzung des Alpha-Faktors bzw.
der Beta-Faktoren seitens des Basler Ausschusses behandelt. Die Kalibrie-
rung der Modelle im Rahmen der fortgeschrittenen Ansätze (AMA) obliegt
den Banken und ist von der Aufsicht lediglich zu prüfen. Da die Kalibrierung
der AMA einen wesentlichen Bestandteil der Modellentwicklung und Anwen-
dung ausmacht, wird sie direkt in den jeweiligen Modellbeschreibungen in
Kapitel 3 erörtert.
Bei der Kalibrierung wurde vom Basler Ausschuss das Ziel verfolgt, die
Mindesteigenkapitalanforderung aller Risikoarten im Gesamtsystem im We-
sentlichen unverändert zu lassen (vgl. Deutsche Bundesbank 2004). Da die
Regelungen zu Marktrisiken in Basel II unverändert gelten, wird somit ein
Kompensationsansatz verfolgt, in dem die Einsparung der risikosensitiveren
Kapitalanforderung für Kreditrisiken für operationelle Risiken vorgehalten
werden sollen. Dies folgt zum einen der Annahme, dass operationelle Risi-
ken bisher implizit durch die wenig di�erenzierte Berechnung der Kapitalan-
forderung abgedeckt wurden. Zum anderen sichert sich der Ausschuss gegen
eine unverhältnismäÿige Absenkung der Kapitalanforderung ab. Diese Ab-
sicherung wird von Kritikern als Unsicherheit gegenüber den entwickelten
Ansätzen und den zugrunde liegenden Annahmen verstanden (vgl. Zentraler
Kreditausschuss 2001).
Der Kompensationsansatz verhindert gleichzeitig einen starken Anstieg der
Kapitalanforderung im Gesamtsystem. Dadurch wird die von Currie (2004)
befürchtete Kreditknappheit aufgrund eines starken Anstiegs der Kredit�-
nanzierungskosten der Banken durch die erhöhte Kapitalanforderung aus
operationellen Risiken verhindert. Anzumerken ist, dass die makroökonomi-
sche Betrachtung eine erhöhte Anforderung individueller Banken nicht aus-
schlieÿt. Die vielfach befürchtete Verschlechterung des Kreditangebots für
kleine und mittelständische Unternehmen wird hier nicht erörtert, da sie
ihren Grund in den neuen Regelungen für Kreditrisiken hat.
Ein weiteres Ziel der Kalibrierung ist die vorgesehene Kontinuität der Ansät-
ze. Eine geringere Kapitalanforderung im STA soll den Banken den Anreiz
geben, den risikosensitiveren Ansatz zu implementieren und ihr Risikomana-
gement den Anforderungen entsprechend zu verbessern.
Die Kapitalanforderung für operationelle Risiken soll nach Ansicht des Aus-
schusses sowohl erwartete als auch unerwartete Verluste abdecken. Die Ein-
beziehung erwarteter Verluste wurde vielfach kritisiert, da sie in der Preis-
bildung von den Banken berücksichtigt werden müssen (vgl. Zentraler Kre-
ditausschuss 2001). Erwartete Verluste stellen genau genommen kein Risiko
dar, sondern nur die mehr oder weniger starke mögliche Abweichung von der
Erwartung. Allerdings geben die Ergebnisse in Basler Ausschuss für Banken-
aufsicht (2003a) dem Ausschuss Recht, da nur ein Drittel der teilnehmenden
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Banken erwartete Verluste aus operationellen Risiken schätzen und weniger
als die Hälfte davon die Ergebnisse in Preisen oder Reserven berücksichtigen.
Zur Kalibrierung wurde gemäÿ dem Kompensationsansatz ein top-down-
Ansatz gewählt, der auf einer zuvor bestimmten Höhe der Kapitalanforderung
aufbaut. Ursprünglich sollten die Ergebnisse durch einen bottom-up-Ansatz
validiert werden, der in den Auswirkungsstudien gesammelte Verlustdaten
einer repräsentativen Gruppe von Banken nutzen sollte. Die Validierung war
nach Ansicht des Ausschusses jedoch nicht möglich, da die Anzahl der teil-
nehmenden Banken zu klein und die Repräsentativität nicht gesichert war.
Zusätzlich führten verschiedene Erhebungsverfahren der Banken und unter-
schiedliche Interpretationen der geforderten Daten zu Problemen bei der Zu-
sammenführung (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2002, 2003a).
Auch konnte nicht sichergestellt werden, dass seltene hohe Verluste durch
die über ein kurzes Zeitfenster erhobenen Daten ausreichend erfasst wurden.
Moscadelli (2004) verwendet die erhobenen Daten dennoch für einen bottom-
up-Ansatz, der die Gewichtung der Geschäftsfelder nach ihrem Risiko und
die festgesetzten Faktoren als angemessen erscheinen lässt.
Die Kapitalanforderung für operationelle Risiken, die der Kalibrierung zu-
grunde liegt, wurde mit 12% der Kapitalanforderung nach Basel I festgelegt.
Dies entspricht der Gröÿenordnung des Medians des Verhältnisses von dem
für operationelles Risiko gehaltenen ökonomischen Eigenkapital zur Minde-
steigenkapitalanforderung nach Basel I in den Auswirkungsstudien. Die zu-
nächst beabsichtigten 20% wurden vielfach als überhöht kritisiert und fal-
lengelassen. Zusätzlich sollte mit der Verminderung der Tatsache Rechnung
getragen werden, dass viele Banken Versicherungen abschlieÿen und diese im
BIA und STA ansonsten nicht in Betracht kommen. Die dritte Auswirkungs-
studie zeigt, dass das Ziel, die Gesamtanforderung aufrechtzuerhalten, mit
der Annahme von 12% erreicht wird (vgl. Basler Ausschuss für Bankenauf-
sicht 2003c).
Der Ausschuss traf bei der Festsetzung des Anteils der Kapitalanforderung
für operationelle Risiken die Annahme, dass der Anteil des für operationelle
Risiken gehaltenen ökonomischen Eigenkapitals dem Anteil der regulatori-
schen Anforderung entspricht. Vielfach wurde kritisiert, dass ökonomisches
und regulatorisches Eigenkapital nicht vergleichbar seien (vgl. Zentraler Kre-
ditausschuss 2001; Gramlich und Gramlich 2002). Der Problematik, dass
verschiedene Methoden und Messverfahren für die ökonomische Kapitalallo-
kation zum Einsatz kommen, die auÿerdem die Risikoneigungen und Priori-
täten der Banken ausdrücken, war sich der Ausschuss bei der Kalibrierung
bewusst (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2001, 2003a). Anzumer-
ken ist, dass bei der Festsetzung des ökonomischen Kapitals von den Banken
z.T. Versicherungen berücksichtigt werden, was zu einer möglichen Unter-
schätzung des Risikos, aber nicht notwendigerweise zu einer unangemesse-
nen Kapitalanforderung führt. Allerdings fällt die Groÿzahl der erhobenen
Verhältnisse in den Bereich um 12% und die Auswirkungsstudien lassen er-
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warten, dass das Ziel der Aufrechterhaltung der Kapitalanforderung erreicht
wird. Deshalb erscheint die Festsetzung angemessen.
Der Ausschuss beabsichtigt eine Überprüfung und eventuelle Neukalibrierung
der Faktoren, wenn in Zukunft eine bessere Datenbasis vorliegt.

2.3.1 Basisindikatoransatz

Die Kalibrierung des Alpha-Faktors im BIA setzt den branchenweiten Brutto-
ertrag als Indikatorgröÿe mit der momentanen Kapitalanforderung für ope-
rationelle Risiken (12% der Kapitalanforderung im Gesamtsystem) ins Ver-
hältnis (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2004). Liegt eine für die
gesamte Branche repräsentative Stichprobe vom Umfang n vor, bestimmt
sich der Alpha-Faktor demnach zu

α =
0, 12 ·

∑n
i=1 MRKi∑n

i=1 GIi
,

wobei MRKi die Mindesteigenkapitalanforderung nach Basel I und GIi den
Bruttoertrag einer Bank bezeichnen.
Die Kalibrierung erfolgte auf Basis der Angaben der Banken in den ersten
Auswirkungsstudien Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2001, 2003a). In
der dritten Auswirkungsstudie (Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2003c)
wurde die Kalibrierung überprüft. Auf Basis einer fünften Auswirkungsstu-
die, die Ende 2005 durchgeführt wurde, sollen die Parameter nochmals über-
prüft werden. Die Ergebnisse liegen noch nicht vor.
Die für die Kalibrierung herangezogenen Daten in Basler Ausschuss für Ban-
kenaufsicht (2001) umfassen 126 Beobachtungen auf Basis gemittelter Daten
der Jahre 1998-2000 der Banken und 355 individueller Beobachtungen im
selben Zeitraum. An der Erhebung der Daten für das Jahr 2001 in Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht (2003a) nahmen 89 Banken teil. Der Ausschuss
hält die Stichproben für die Kalibrierung für ausreichend repräsentativ.
In den Auswirkungsstudien wurden zusätzlich die Verteilungen der Alpha-
Faktoren sowohl über allen Banken als auch getrennt nach groÿen, interna-
tional tätigen Instituten und kleineren, national tätigen Banken betrachtet.
Zwar ergab sich eine breite Spanne zwischen den Maximal- und Minimal-
werten, jedoch lag ein Groÿteil der Beobachtungen im Bereich 13%-22%.
Der Ausschuss merkt dazu an, dass die Verfolgung des Kompensationsansat-
zes signi�kante Änderungen der Kapitalanforderungen individueller Institute
nicht ausschlieÿt.
Angaben, inwieweit bei der Kalibrierung des Alpha-Faktors ein Aufschlag
berücksichtigt wurde, um den Banken Anreize zu geben, in fortgeschritte-
nere Ansätze zu wechseln, sind nicht verö�entlicht. Da sowohl der BIA als
auch der STA auf Basis derselben Kapitalanforderung im Gesamtsystem ka-
libriert wurden, hätte ein Aufschlag im BIA der Intention gefolgt, Anreize
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zum Wechsel aus dem BIA zum STA zu geben. Von groÿen, international tä-
tigen Banken wird erwartet, dass sie mindestens den STA anwenden. Daher
hätte ein Aufschlag dem Ziel der Aufrechterhaltung der Kapitalanforderung
im Gesamtsystem vor allem für diese Gruppe nicht widersprochen. Die ver-
ö�entlichten Zahlen in Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2003a) lassen
auf die Verwendung eines Aufschlags schlieÿen.

2.3.2 Standardansatz

Das Vorgehen zur Kalibrierung der Beta-Faktoren der einzelnen Geschäfts-
felder entspricht dem Vorgehen zur Kalibrierung des Alpha-Faktors. Der
Bruttoertrag des Geschäftsbereichs als Indikatorgröÿe wird mit der momen-
tanen Kapitalanforderung für operationelle Risiken ins Verhältnis gesetzt.
Dabei wird wieder die Annahme getro�en, dass 12% der Kapitalanforderung
nach Basel I zur Deckung operationeller Risiken gehalten werden.
Um die Kapitalanforderung für den jeweiligen Geschäftsbereich zu bestim-
men, wurde für die Jahre 2000 und 2001 das Verhältnis des für das Geschäfts-
feld vorgehaltenen ökonomischen Eigenkapitals zum gesamten von der Bank
vorgehaltenen ökonomischen Kapital erhoben.
Für eine repräsentative Stichprobe mit Umfang n ergibt sich der Beta-Faktor
eines Geschäftsbereichs j aus

βj =
0, 12

∑n
i=1 MRKi · EKi,j

TEKi∑n
i=1 GIi,j

.

MRKi bezeichnet dabei die Mindesteigenkapitalanforderung nach Basel I,
EKi,j das für den Geschäftsbereich j vorgehaltene ökonomische Kapital und
TEKi das gesamte von der Bank vorgehaltene ökonomische Kapital. GIi,j

bezeichnet den Bruttoertrag im Geschäftsbereich j.
Problematisch ist vor allem die kleine Anzahl der Banken, deren Daten für
die Kalibrierung verwendet wurde. In Basler Ausschuss für Bankenaufsicht
(2001) stellten nur 29 Banken Daten nach Geschäftsbereichen getrennt zur
Verfügung. Da nicht alle Banken davon in allen Geschäftsbereichen aktiv
sind, basieren die Ergebnisse auf Stichproben von nur 14 Banken im Bereich
Vermögensverwaltung bis zu 27 Banken im Firmenkundengeschäft. In Bas-
ler Ausschuss für Bankenaufsicht (2003a) vergröÿerten sich die Stichproben
geringfügig, so dass zwischen 16 Beobachtungen im Bereich Unternehmens-
�nanzierung bis zu 39 im Retail-Geschäft vorliegen. Die nötige Repräsenta-
tivität zur branchenweiten Festlegung der Faktoren ist damit nicht gegeben.
Als problematisch gilt auÿerdem die Festsetzung des momentan für operatio-
nelle Risiken in einem Geschäftsfeld gehaltenen Mindestkapitals. Neben un-
terschiedlichen Methoden zur Bestimmung des ökonomischen Kapitals, z.B.
der Einbeziehung von Versicherungen, spiegeln die Höhen auch die Risiko-
neigungen der Banken wieder. Bei der Festlegung des ökonomischen Kapitals
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der Geschäftsbereiche kommen auÿerdem Priorität und Gröÿe hinzu, die die
Geschäftsfelder in den einzelnen Banken haben.
In der zweiten Auswirkungsstudie werden die resultierenden Verteilungen der
Beta-Faktoren über den Banken betrachtet. Sie sind unterschiedlich breit
gestreut. Die Bereiche Unternehmens�nanzierung und Handel weisen die
gröÿten Bereiche der mittleren 50% auf, während die Streuung im Wertpa-
pierprovisionsgeschäft am kleinsten ist. Mittelwert, Median und gewichteter
Durchschnitt ergeben andere Rangordnungen der Geschäftsbereiche nach ih-
rem Risiko. Die groÿen Streuungen werfen die Frage auf, ob die intuitive
Annahme richtig ist, dass die unterschiedlichen Bereiche in unterschiedli-
cher Höhe operationellen Risiken ausgesetzt sind. Statistische Tests in Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht (2001) lehnen die Hypothese gleicher mittlerer
Beta-Faktoren bei gewöhnlichen Kon�denzniveaus nicht ab.
Eine Analyse der Angaben der Banken in der dritten Auswirkungsstudie zu
operationellen Risiken wurde nicht verö�entlicht. Jedoch wird laut der Erhe-
bung das Ziel erreicht, dass sich keine nennenswerte Änderung der Kapital-
anforderung im Standardansatz ergibt. An der dritten Auswirkungsstudie
nahmen 365 Banken teil, darunter 188 aus den G10 Ländern.
Durch die für einige Geschäftsbereiche festgelegten Beta-Faktoren von 15%
und 18% könnte der gewünschte Anreiz zumWechsel vom BIA in den STA für
Banken entfallen, die vorwiegend in diesen Geschäftsbereichen aktiv sind. Je-
doch legt das Ergebnis in Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2003c), dass
das Retail-Geschäft mit einem Beta-Faktor von 12% für eine Groÿzahl der
Banken das stärkste Gewicht hat, nahe, dass der Anreiz zum Wechsel für die
meisten Banken besteht. Chapelle et al. (2005) weisen auf einen ähnlichen
E�ekt hin, der die Entscheidung über einen Wechsel vom STA in die AMA
beein�usst. Bei dem Wechsel kann sich für Banken mit vorwiegenden Akti-
vitäten in den Geschäftsbereichen mit niedrigen Beta-Faktoren eine erhöhte
Kapitalanforderung ergeben. Durch die Implementierung der AMA und die
erhöhten Anforderungen an das Risikomanagement fallen Kosten an, die den
Anreiz zusätzlich mindern.
Moscadelli (2004) nutzt ungeachtet der dargestellten Probleme die in Basler
Ausschuss für Bankenaufsicht (2003a) gesammelten Daten, um die Kalibrie-
rung durch einen bottom-up-Ansatz zu validieren. Allerdings bezieht er aus
methodischen Gründen nur Verluste in die Betrachtung ein, deren Verlust-
höhe über dem 99, 9%-Quantil der Verlusthöhen liegen. Implizit unterstellt
Moscadelli damit, dass der Endbereich der Gesamtschadenverteilung nur von
extremen Verlusten bestimmt wird. Verluste unterhalb des 99, 9%-Quantils
der Verlusthöhenverteilung können jedoch, gerade im Hinblick auf ihre Häu-
�gkeit, nicht unerheblich zum Gesamtschaden beitragen.
Desweiteren kann die Wahl der Grenze nur als willkürlich angesehen werden.
Sie leitet sich nicht aus der Anforderung an die AMA in Basel II ab, Verluste
zu einem Kon�denzniveau von 99, 9% abzusichern. Die Anforderung bezieht
sich auf die Verteilung des Gesamtschadens, nicht auf die Verlusthöhenver-
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teilung.
Auÿerdem ersetzt Moscadelli in der Berechnung des erwarteten Gesamtscha-
dens den Erwartungswert der Verlusthöhe durch den Median. Die Beziehung

E

(
N∑

i=1

X

)
= E(X) · E(N)

für den Erwartungswert der Summe einer zufälligen Anzahl N von Verlusten
X lässt sich jedoch nicht auf den Median übertragen.
Die genannten Probleme sollten bei der Interpretation der Ergebnisse beach-
tet und das Risikomaÿ als abstrakt angesehen werden. Dennoch bestätigen
die Ergebnisse Moscadellis die Risikogewichtung der Geschäftsfelder und die
festgesetzten Faktoren im Hinblick auf extreme Verluste.
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Kapitel 3

Fortgeschrittene Messverfahren

für operationelles Risiko

Im Folgenden sollen Modelle vorgestellt werden, die im Rahmen der fortge-
schrittenen Ansätze (AMA) Anwendung �nden können. Eine herausragende
Rolle spielen dabei die Verlustverteilungsansätze (LDA), auf die zunächst
eingegangen wird.
Vor der Modellierung sollten die Verluste sinnvoll unterteilt werden, so dass
die Verluste in den Gruppen als homogen angenommen werden können. Bei-
spielsweise wird bei der Anwendung von Verlustverteilungsansätzen voraus-
gesetzt, dass die Verluste in einer Gruppe einer identischen oder mindestens
ähnlichen Verteilung folgen. Die Anforderungen nach Basel II zur Gliederung
der Verluste sollten dabei ebenfalls berücksichtigt werden (vgl. Abschnitt
2.2.3). Allgemein scheint eine Unterteilung nach Risikoarten und nach Ge-
schäftsfeldern adäquat. Die Unterteilung der Risikoarten sollte sich dabei
mindestens an der zweiten Ebene der Klassi�zierung von Verlustereignissen
im Basler Akkord orientieren.
Für die Modellwahl spielt die Unterteilung eine entscheidende Rolle. So ist
abzuwägen, ob unter Kosten-Nutzen-Gesichtspunkten eine aufwändige Mo-
dellierung lohnt. In Fällen, in denen der Gesamtverlust einer Periode gering
und über mehrere Perioden relativ konstant ist, kann eine konservative, pau-
schale Kapitalhinterlegung angemessen sein. Der Aufwand einer komplexen
Modellierung ist dann nicht gerechtfertigt.
Auÿerdem spielt eine Rolle, wie kontextabhängig die Verluste des betrachte-
ten Risikos sind. Sind sie stark kontextabhängig, so sind vorliegende Daten
der Vergangenheit für die Zukunft nicht relevant, und Modelle, die auf his-
torischen Daten beruhen, sind nicht sinnvoll. Mit Expertenmeinungen aus
Szenarien gewonnene Daten können zwar Abhilfe scha�en, jedoch sind sie
eher als Ergänzung der historischen Daten zu sehen. Embrechts et al. (2003)
geben zu einigen Risikoarten eine Einschätzung, ob sich die Ereignisse in
der Kategorie wiederholen. In Fällen, in denen wenige Daten vorliegen, müs-
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sen Modelle Anwendung �nden, die stark auf den Faktoren des Geschäfts-
und Kontrollumfelds und Expertenmeinungen basieren. Eine Abwägung der
Modellwahl kann nur im Einzelfall statt�nden.
Die Klassi�zierung nach Risikoursachen ist zusätzlich unter dem Gesichts-
punkt der Risikominderung wichtig. Zur Verbesserung der Kontrollen und
Prozesse ist die Zuordnung der Ereignisse zu ihren Ursachen unabdingbar.
Wichtig ist vor allem eine klare und einheitliche Zuordnung zu den einzelnen
Klassen, die in sich konsistent ist. Schwierigkeiten ergeben sich, wenn die
Ursachen oder Auswirkungen eines Verlustes sich über mehrere Risikoarten
oder Geschäftsfelder verteilen. Die im Abschnitt 2.2.3 dargestellten Anforde-
rungen an die Datenerhebung greifen die Probleme der Klassi�zierung auf.
Weitere Probleme ergeben sich aus schon eingetretenen Verlustereignissen,
die aber in ihrer Höhe noch nicht oder nur teilweise bekannt sind. Ein Beispiel
sind langwierige Rechtsstreitigkeiten, deren Ausgang ungewiss ist. Hier sind
geeignete Schätzungen über die Verlusthöhe zu tre�en.
Sichergestellt werden muss auch, dass die Daten einheitlich vorliegen. So
müssen Verluste in eine einheitliche Währung umgerechnet und gegebenen-
falls in�ationsbereinigt werden.
Nach der Quanti�zierung einzelner Risiken, sind diese zum Gesamtrisiko
der Bank zu aggregieren. Dabei können im Rahmen der AMA Korrelatio-
nen berücksichtigt werden, wenn diese hinreichend begründet werden. Durch
Stress-Tests ist darzulegen, dass die Korrelationsannahmen auch in Ausnah-
mesituationen begründet sind. Im Zweifelsfall ist eine perfekte Korrelation
zu unterstellen, und die einzelnen Risiken sind zu addieren. Im folgenden
Abschnitt werden zunächst Verlustverteilungsansätze für ein Einzelrisiko in
einem Geschäftsbereich beschrieben. In Abschnitt 3.2 wird dann die Aggre-
gation der Einzelrisiken auf Institutsebene erläutert. In den Abschnitten 3.3
und 3.4 werden Kausalmodelle und Scorecard-Ansätze beschrieben.

3.1 Verlustverteilungsansätze

Die wohl wichtigste Rolle der fortgeschrittenen Ansätze (AMA) fällt den
Verlustverteilungsansätzen (LDA) zu. Diese versuchen Verteilungen zu schät-
zen, die operationellen Verlusten zugrunde liegen. Aus diesen werden dann
Risikomaÿe wie der Value-at-Risk (VaR) oder der Expected Shortfall (ES)
bestimmt. Im zweiten Konsultationspapier (Basler Ausschuss für Banken-
aufsicht 2001) wurden die LDA noch explizit als eine Möglichkeit zur Be-
stimmung des Mindestkapitals aufgeführt. Die Formulierungen bezüglich der
AMA im verabschiedeten Akkord sind allgemein gehalten, und es ist beab-
sichtigt keine Modelle explizit vorzuschreiben. Es ist davon auszugehen, dass
die Regelungen für die AMA vor allem die LDA als geeignete Ansätze erlau-
ben (vgl. Smithson und Song 2004).
Die Ansätze zur Bestimmung der Verlustverteilung stammen aus der Versi-
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cherungsmathematik. Die Modellierung erfolgt üblicherweise getrennt nach
Verlusthöhen und Verlusthäu�gkeiten (vgl. Cruz 2002). Die Eigenschaften
der operationellen Risiken rechtfertigen die dazu notwendige Annahme der
Unabhängigkeit der Schadenshöhen und deren Auftreten. Der Gesamtscha-
den einer Periode setzt sich damit aus der zufälligen Anzahl der Verluster-
eignisse und den jeweiligen Verlusten zusammen.
Die Anzahl der Verlustereignisse wird durch einen stochastischen Zählpro-
zess N = (Nt)t≥0 modelliert. Dieser Prozess wird mit der Folge (Xi)i∈N der
Verlusthöhen bewertet. Der Gesamtschaden S = (St)t≥0 mit

S(t) :=
N(t)∑
i=1

Xi

stellt einen mit den Schadenshöhen bewerteten stochastischen Prozess dar.
Im nächsten Abschnitt wird zunächst auf die Schätzung der Verteilung der
Verlusthöhen (Xi) eingegangen. Danach wird die Modellierung der Häu�g-
keit der Verluste erläutert, bevor dann die Aggregation zum Gesamtverlust
näher betrachtet wird. Durch die Annahme der Unabhängigkeit von Ver-
lusthöhen und -häu�gkeit kann die Betrachtung getrennt erfolgen. Die zu
bestimmenden Parameter gelten für den Prozess des Gesamtschadens glei-
chermaÿen (vgl. Reiss und Thomas 2001).

3.1.1 Verlusthöhenverteilung

Im Folgenden werden Methoden zur Ermittlung der Verteilung der Verlust-
höhen vorgestellt. Zunächst wird die Verwendung der empirischen Verteilung
der Verlusthöhen diskutiert. Im zweiten Ansatz erfolgt die Anpassung klassi-
scher Verteilungen an die vorliegenden Daten. Die im Anschluss dargestellten
Methoden verwenden die Extremwerttheorie, zunächst in der Block-Maxima
Betrachtung, dann in Form des Peaks-Over-Threshold- (POT-) Ansatzes.

3.1.1.1 Empirische Ermittlung

Die wohl einfachste Methode ist, die empirische Verteilung der vorliegenden
Daten als Verlusthöhenverteilung zu verwenden. Sie hat den Vorteil, dass
sie keinerlei Annahmen über die zugrunde liegende Verteilung tri�t, also pa-
rameterfrei ist. Jedoch überwiegen die Nachteile, denn sie liefert schlechte
Ergebnisse, wenn, wie bei operationellen Risiken der Fall, wenige Daten vor-
liegen. Dies schlägt sich insbesondere in den Fehlern bei der Bestimmung
höherer Quantile nieder, da die Anzahl der Datenpunkte im Endbereich der
Verteilung von Natur aus gering ist. Gerade hohe Quantile sind aber zur
Risikomessung von entscheidender Bedeutung. Daher bildet die empirische
Verteilung die Verteilung im Bereich hoher Verluste nur unzureichend ab. Im
Bereich kleiner und mittlerer Verluste kann sie dagegen Anwendung �nden.
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3.1.1.2 Klassische Verteilungen

Bei klassischer Vorgehensweise werden die vorliegenden Verlustdaten als ei-
ne Stichprobe der unbekannten Grundgesamtheit aller Verluste angesehen.
Dabei wird versucht, von der Stichprobe auf die unbekannte Verteilung der
Grundgesamtheit zu schlieÿen. Praktisch wird eine bekannte theoretische
Verteilung durch Parameterschätzung an die empirische Verteilung ange-
passt, mit deren Hilfe dann die Risikomaÿe bestimmt werden können. Eine
Grundannahme bei dieser Methode ist, dass die Verluste unabhängig und
identisch verteilt (iid) sind. Sowohl die Unabhängigkeit der Verlusthöhen als
auch ihre identische Verteilung sind diskutabel. Die Problematik tritt auch
bei anderen Methoden auf und erfordert zum Teil eine komplexe Datenbe-
reinigung vor der Modellierung. Daher wird sie gesondert im Abschnitt 3.1.4
behandelt. Im Folgenden wird von idd Daten ausgegangen.
Für die Anpassung muss zunächst eine Verteilungsannahme getro�en wer-
den. Es erfolgt also eine Festlegung auf die Familie von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, der die zugrunde liegende Verteilung der Verluste angehört.
Die charakteristischen Eigenschaften von operationellen Risiken, nämlich
das Auftreten vieler Verlustereignisse mit geringem Ausmaÿ und weniger
Ereignisse mit verhängnisvollen Auswirkungen, sollten dabei berücksichtigt
werden. Nahe liegend sind daher rechtsschiefe Verteilungen mit groÿer Wöl-
bung. In der Praxis werden häu�g logarithmische Normal-, Gumbel-, oder
Pareto-Verteilungen angenommen. Danach werden die Parameter mit Hilfe
von als bekannt vorausgesetzten Verfahren geschätzt. Einige Schätzverfahren
und die Eigenschaften von Schätzern sind im Anhang B dargestellt. Für eine
Abwägung der Maximum-Likelihood-Methode (ML) und der Methode wahr-
scheinlichkeitsgewichteter Momente (PWM) wird auf Cruz (2002) und die
Abschnitte über die Extremwerttheorie verwiesen. Kurz gefasst, emp�ehlt
sich bei kleiner Datenbasis die Anwendung des PWM-Ansatzes, solange die
Existenz der Momente gesichert ist.
Problematisch bei der Anwendung der klassischen Methode ist, dass die Da-
ten von kleinen und mittleren Verlusten, die häu�ger auftreten als die hohen
im Endbereich, die Parameterschätzung dominieren. In diesem Bereich wird
daher eine gute Anpassung erreicht. Im Endbereich liefern klassische Vertei-
lungen jedoch schlechte Ergebnisse (vgl. Moscadelli 2004). Bei der Einschät-
zung des Risikos ist dieser jedoch ausschlaggebend. Es ist daher naheliegend,
die Daten im Endbereich getrennt zu modellieren. Diesen Ansatz vollzieht
die Extremwerttheorie, die in den nächsten Abschnitten erläutert wird. Ge-
nerell kann die Modellierung des Endbereichs zwar ebenfalls mit klassischen
Verteilungen erfolgen, dafür wären jedoch stärkere Annahmen als in der Ex-
tremwerttheorie nötig. Sie besitzt weiter den Vorteil, dass in den Bereichen
mit wenigen Beobachtungen theoretisch gut fundiert extrapoliert wird. Ab-
schlieÿend ist anzumerken, dass die Ermittlung von Erwartungswerten durch
klassische Modelle aus genau diesen Gründen gute Ergebnisse liefert.
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3.1.1.3 Extremwerttheorie � Block-Maxima-Ansatz

Für die Behandlung von Extremen gibt es zwei Modellansätze: im ersten,
traditionellen Ansatz werden die Maxima von Beobachtungen in disjunkten
Perioden betrachtet.1 Diese Vorgehensweise wird in diesem Abschnitt vorge-
stellt. Im zweiten, moderneren Ansatz, der im nächsten Abschnitt behandelt
wird, werden Überschreitungen über einen hohen Schwellenwert betrachtet.

Konvergenzverhalten von Block-Maxima: Die klassische Extremwert-
theorie beschäftigt sich mit dem Konvergenzverhalten der Maxima Mn =
max(X1, . . . , Xn) von Zufallsvariablen in Blöcken der Gröÿe n. m Beobach-
tungen werden also in m/n Blöcke unterteilt2 und deren Maxima untersucht.
Man spricht daher auch von Block-Maxima. Dabei werden die Unabhängig-
keit und die identische Verteilung der Maxima vorausgesetzt. Die einzel-
nen Beobachtungen in den Blöcken können dagegen Abhängigkeiten enthal-
ten (vgl. Embrechts et al. 1997). Die einzig möglichen nicht-degenerierten
Grenzverteilungen von Block-Maxima gehören der Familie der Generalized-
Extreme-Value-Verteilungen (GEV) an (vgl. McNeil et al. 2005).
Im Folgenden wird kurz die theoretische Grundlage der Block-Maxima Mo-
delle beschrieben. Für eine ausführliche Darstellung wird auf Embrechts et al.
(1997) verwiesen. Eine mehr praxisorientierte Darstellung �ndet sich in Mc-
Neil et al. (2005).

De�nition 3.1.1 (Generalized-Extreme-Value-Verteilung (GEV)) Die

Verteilungsfunktion der GEV lautet

Hξ,µ,σ(x) =

 exp
(
−
[
1 + ξ

(x−µ
σ

)]−1/ξ
)

, ξ 6= 0,

exp
(
−e−(x−µ

σ )
)

, ξ = 0,

wobei 1 + ξ x−µ
σ > 0, µ ∈ R und σ > 0.3

Der Parameter ξ heiÿt Gestaltparameter. Die Parameter µ und σ sind der
Lage- und der Skalenparameter. Durch Normalisieren nach Y = X−µ

σ folgt
Y der Standard-GEV-Verteilung Hξ mit nur einem Parameter.
Die GEV-Verteilung vereinigt drei Typen von Verteilungen, die durch ξ be-
stimmt sind:

für ξ > 0 entspricht die GEV-Verteilung einer Fréchet-Verteilung,
für ξ = 0 entspricht sie einer Gumbel-Verteilung und
für ξ < 0 einer Weibull-Verteilung.

1Die Modelle können leicht zur Betrachtung von Minima angepasst werden (vgl. McNeil
et al. 2005).

2Im letzten Block liegen in Anwendungen oft weniger als n Beobachtungen vor. Bei-
spielsweise wird bei einer Untersuchung von Jahresmaxima in Blöcken von 365 Tagen das
Maximum des laufenden Jahres mit weniger Beobachtungen berücksichtigt.

3Vgl. McNeil et al. (2005).
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Je gröÿer ξ, desto langsamer ist der Abfall der Dichte am Ende der Vertei-
lung. Weibull-Verteilungen haben kurze Flanken; für sie existiert im Gegen-
satz zu Gumbel- und Fréchet-Verteilungen ein rechter Endpunkt (vgl. McNeil
et al. 2005). Gumbel- und Fréchet-Verteilungen haben lange Flanken, wobei
die Flanken der Fréchet-Verteilung langsamer abfallen.
Weiter ist für den Gebrauch der GEV-Verteilung wichtig, dass die Verteilung
kontinuierlich in ξ ist, d.h. limξ→0 Hξ,µ,σ(x) = H0,µ,σ(x) (vgl. McNeil et al.
2005).
Praktisch konvergieren die Maxima von Zufallsvariablen aller gebräuchli-
chen kontinuierlichen Verteilungen gegen eine GEV-Verteilung. McNeil et al.
(2005) listen einige Verteilungen mit ihrem Konvergenzverhalten auf. Dies
ist ein entscheidender Vorteil der Extremwerttheorie gegenüber klassischen
Modellen, die generell auch auf das Ende der Verteilung beschränkt ange-
wandt werden könnten. Dazu würde jedoch eine weitaus stärkere Annahme
über die unbekannte zugrunde liegende Verteilung getro�en. Formal de�niert
man den Maximum-Anziehungsbereich (MDA), und die Konvergenz folgt aus
dem Satz von Fisher-Tippett.

De�nition 3.1.2 (Maximum-Anziehungsbereich (MDA)) Sei Mn =
max(X1, . . . , Xn) das Block-Maximum der Zufallsvariablen X1, . . . , Xn mit

Verteilungsfunktion F . Wenn für zwei Folgen dn ∈ R und cn > 0 und für

alle n

limn→∞ P (Mn−dn
cn

≤ x) = limn→∞ Fn(cnx + dn) = H(x), x ∈ R

gilt und H(x) eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion ist, so liegt F im

Maximum-Anziehungsbereich von H. Man schreibt F ∈ MDA(H).4

Satz 3.1.3 (Fisher-Tippett, Gnedenko) Ist F ∈ MDA(H) für eine nicht-
degenerierte Verteilungsfunktion H, so ist H eine Verteilung vom Typ Hξ,

also eine GEV-Verteilung.5

Praktisches Vorgehen: Im Folgenden werden die ursprünglich vorliegen-
den Daten x1, . . . , xn·m, die einzelnen Verluste, als die Beobachtungen be-
zeichnet. Werden die Daten im ersten Schritt aggregiert, so bezeichnen die
Beobachtungen die bereits aggregierten Verlustdaten. Es wird angenommen,
dass die Beobachtungen Realisationen der gleichen Verteilung F sind, die
als die Verlust- bzw. Beobachtungsverteilung bezeichnet wird. Zur Abgren-
zung werden die Maxima y1, . . . , ym der einzelnen Blöcke ausschlieÿlich als
Maxima bezeichnet, auch wenn sie die Beobachtungsfolge darstellen, die den
Parameterschätzungen zugrunde liegt. Entsprechend werden sie als Realisa-
tionen der Maximum-Verteilung G angenommen.

4Vgl. Embrechts et al. (1997); McNeil et al. (2005).
5Vgl. McNeil et al. (2005).
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Die praktische Anwendung baut auf der Annahme, dass die Verteilung der
Beobachtungen F im Maximum-Anziehungsbereich einer GEV-Verteilung
liegt. Daher folgen die Block-Maxima asymptotisch einer GEV-Verteilung.
Aus den Beobachtungen werden Blöcke gebildet und deren Maxima be-
stimmt. Die Maxima werden als Stichprobe angesehen und die Parameter
der Grenzverteilung mit Hilfe der in Anhang B dargestellten Verfahren ge-
schätzt.
Bei der Wahl zwischen verschiedenen Methoden zur Parameterschätzung
sind Vor- und Nachteile abzuwägen. In Betracht kommen vor allem die ML-
Methode und die Methode wahrscheinlichkeitsgewichteter Momente (PWM).
Smith (1985) zeigt, dass für ξ > −1/2 die ML-Methode konsistente, e�ziente
und asymptotisch normalverteilte Schätzer liefert. Hosking et al. (1985) zei-
gen durch Simulationen, dass die PWM-Methode im Falle einer kleinen Da-
tenbasis bessere Ergebnisse liefert. Während die E�zienz der PWM-Schätzer
im Allgemeinen schlechter im Vergleich zur ML-Methode ist, sind sie im Fal-
le von 100 oder weniger Beobachtungen vergleichbar e�zient. Sie sind für
wenige Beobachtungen weniger verzerrt und weisen geringere Varianzen auf.
Auÿerdem ist die Anwendung der PWM-Methode einfacher. Die Parameter
können selbst in einfachen Tabellenkalkulationsprogrammen geschätzt wer-
den. Coleman (2003) kritisiert an der ML-Methode, dass alle Beobachtungen
gleich ins Gewicht fallen und favorisiert daher die PWM-Methode, bei der
wahrscheinlichere Verluste stärker gewichtet werden.
Zu beachten ist, dass die PWM-Methode nur für Gestaltparameter ξ < 1
möglich ist, da sonst die wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente nicht exis-
tieren. Hosking et al. (1985) argumentieren, dass Verteilungen mit Gestalt-
parametern in diesem Bereich die gröÿte Bedeutung zukommt. Allerdings
beziehen sich die dort zu �ndenden Beispiele auf hydrologische Anwendun-
gen. Moscadelli (2004) hingegen wendet die Extremwerttheorie auf Verluste
operationeller Risiken an und erhält in fast allen Gruppen Gestaltparameter
ξ > 1 und für alle Gruppen ξ ≥ 0, 85. Smith (1990) kritisiert weiter die un-
zureichende theoretische Fundierung der Eigenschaften der PWM-Schätzer.
Die einfache Momentenmethode kommt dagegen bei operationellen Risiken
nicht in Betracht, da sie die Existenz höherer Momente voraussetzt und dies
in den meisten Fällen nicht gegeben sein wird. Für Gestaltparameter ξ > 0, 5
existieren die Momente zweiter und höherer Ordnung nicht. Weiter kritisiert
Smith (1990), dass durch die schwierige empirische Ermittlung höherer Mo-
mente die Ergebnisse �notorisch unzuverlässig� sind.6

Auf den Gestaltparameter und ξ > 0 beschränkt kommt ebenfalls der von
Hill (1975) vorgeschlagene Schätzer in Betracht. Der Hill-Schätzer bezieht
nur die letzten k Beobachtungen des Endes der Verteilung ein und ist für die

6Aus dem Englischen übersetzt: The method of moments is notoriously unreliable on
account of the poor sampling properties of second- and higher-order sample moments.
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geordnete Beobachtungsfolge x1 > x2 > . . . > xn de�niert als

ξ̂k =
1

k − 1

k−1∑
j=1

ln(xj)− ln(xk) (k = 2, . . . , n) .

Meist ist nicht bekannt, welche Beobachtungen zum Ende der Verteilung zäh-
len. Daher wird oft ein Durchschnitt von Schätzwerten, denen verschieden
viele Beobachtungen zugrunde liegen, gebildet. Dabei werden verschiedene
Schätzwerte über k abgetragen und der Durchschnitt der Werte im Endbe-
reich gewählt, für die der Graph relativ stabil ist.
Der Vorteil des Hill-Schätzers ist, dass er nicht voraussetzt, dass die Beob-
achtungen exakt einer asymptotischen Verteilung folgen. Er liefert daher oft
e�zientere Schätzer als andere Methoden (vgl. Cruz 2002). Der Hill-Schätzer
folgt asymptotisch der Normalverteilung und ist konsistent. Allerdings muss
er sehr achtsam angewendet werden und liefert für hohe Werte von ξ schlech-
te Ergebnisse (vgl. Embrechts et al. 1997; Moscadelli 2004).
Weitere mögliche Schätzer sind der Pickands-Schätzer und der von Dekkers,
Einmal und de Haan. Sie setzten gröÿere Datenmengen voraus. Für eine
Darstellung wird auf Embrechts et al. (1997) verwiesen.

Bevor die gewünschten Risikomaÿe bestimmt werden können, muss der Be-
zug (auf einen Zeitraum oder einzelne Verluste) der geschätzten Verteilung
dem der Risikoschätzung angepasst werden. Bezieht sich die Risikoschätzung
auf die Beobachtungen, also auf einzelne oder auf zeitlicher Basis aggregierte
Verluste, so ist die Anwendung der GEV unproblematisch. Denkbar ist die
Situation, in der man die Verluste auf täglicher Basis aggregiert und an ei-
nem Tages-Risikomaÿ interessiert ist.7 Andererseits könnte eine Abschätzung
des Ausmaÿes einzelner Verlustereignisse von Interesse sein. In beiden Fäl-
len ist eine gesonderte Betrachtung der Verlusthäu�gkeiten nicht nötig, da
die zeitliche Komponente im ersten Fall mitbetrachtet wird und im zweiten
Fall uninteressant ist. Die Risikomaÿe können also direkt aus der geschätzten
Verteilung bestimmt werden.
Allerdings kann aus der Maximum-Verteilung nur eine obere Abschätzung
des Risikos gewonnen werden. Es handelt sich schlieÿlich um die Vertei-
lung des Maximums aus mehreren Beobachtungen. Um zu einer genaueren
Schätzung zu gelangen, kann von der Maximum-Verteilung auf die Verlust-
verteilung geschlossen werden. Die Unabhängigkeit der Beobachtungen vor-
ausgesetzt gilt für das Maximum Y = max(X1, . . . , Xn) eines Blocks mit den

7Bereits hier sei erwähnt, dass die Anwendung zur Bestimmung der Kapitalanforderung
für operationelle Risiken nach Basel II, also für eine einjährige Vorhalteperiode, ungeeignet
erscheint.
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Beobachtungen X1, . . . , Xn

P (Y ≤ y) = P (max(X1, . . . , Xn) ≤ y) = P (X1 ≤ y, . . . ,Xn ≤ y)
= P (X1 ≤ y) · . . . · P (Xn ≤ y) = F (y) · . . . · F (y)
= [F (y)]n ≈ G(y) .

Daher lässt sich die eigentliche Verlustverteilung F durch

F (y) ≈ [G(y)](1/n)

approximieren. Allerdings liegt das Maximum eines Blockes unter der Kon-
vergenzbedingung einer möglichst hohen Blockgröÿe mit zunehmend groÿer
Wahrscheinlichkeit nahe dem Endpunkt der Verlustverteilung. Da die für
den Rückschluss verwendete Beziehung nur in dem Bereich gilt, in dem das
Maximum liegt, ist die Approximation nur im Endbereich der Verteilungen
möglich (vgl. Embrechts et al. 1997). Es ist nicht bekannt, ab welchem Wert
der Endbereich beginnt. Für hohe Quantile kann die Approximation dennoch
verwendet werden.
Stimmt der Bezugszeitraum der Verteilung und der Risikoschätzung nicht
überein, gestaltet sich die Anwendung der GEV problematischer. Dies ist
zum einen der Fall, wenn Risikomaÿe für ein Zeitintervall aus nicht zeit-
lich aggregierten Verlustbeobachtungen bestimmt werden sollen. Anderer-
seits tritt der Fall auf, dass aggregierte Daten vorliegen, der zeitliche Bezug
der Risikomaÿe aber nicht mit dem der Aggregation übereinstimmt. Wie in
den anderen vorgestellten Modellen müssen wegen der stochastischen Anzahl
der Verlustereignisse im ersten Fall die Häu�gkeiten getrennt modelliert und
mit der hier bestimmten Verlusthöhenverteilung zu einer Gesamtschadenver-
teilung aggregiert werden (siehe Abschnitte 3.1.2 und 3.1.3). Im zweiten Fall
ist die Anzahl der Ereignisse dagegen deterministisch; die geschätzte Ver-
teilung kann einfach gefaltet werden. Liegen z.B. Tagesverluste vor und ein
wöchentliches Risikomaÿ soll bestimmt werden, so treten in der Halteperiode
fünf Ereignisse (Tage) auf. Um die Verteilung des wöchentlichen Verlustes
zu bestimmen, muss die Verteilung fünf Mal gefaltet werden.
In diesen Fällen kann wieder durch die Verwendung der Maximum-Verteilung
eine obere Abschätzung des Risikos gegeben werden. Allerdings ist zu beach-
ten, dass mit zunehmender Anzahl der Ereignisse im betrachteten Zeitho-
rizont eine zunehmend gröbere Abschätzung gewonnen wird. Dies ist vor
allem der Fall, wenn sich die einzelnen Beobachtungen in ihrer Höhe stark
unterscheiden.
Theoretisch könnte wie oben von der Maximum-Verteilung auf die Beob-
achtungsverteilung geschlossen werden. Da die Approximation nur für den
Endbereich gilt, liegt es nahe, sie für die Faltung mit einer anderen Appro-
ximation für den Rest der Verteilung, z.B. der empirischen Verteilung, zu
kombinieren. Jedoch ist nicht bekannt, wo der Endbereich der Verteilung
beginnt. Das Vorgehen erscheint deshalb fragwürdig.
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Zusammenfassend ist die Anpassung des Bezugszeitraums problematisch.
Entweder wird mit zunehmender Zahl der Faltungsoperationen die Risi-
koschätzung immer ungenauer oder die Approximation der Verlustverteilung
selbst erscheint problematisch, da die Übergangsstelle der Approximationen
willkürlich festgelegt werden muss.

Das Problem der Blockeinteilung der Daten wurde bisher nicht betrachtet.
Generell muss zwischen einer hohen Anzahl n an Beobachtungen in einem
Block und einer groÿen Zahl m von Block-Maxima abgewogen werden. Die
Konvergenzbedingung fordert Blöcke mit vielen Beobachtungen. Daher sind
die Parameterschätzungen weniger verzerrt, je gröÿer n ist. Andererseits ba-
siert die Parameterschätzung auf den Maxima als Beobachtungsfolge. Eine
groÿe Anzahl m an Block-Maxima führt daher zu geringen Varianzen der
Schätzwerte (vgl. McNeil et al. 2005).
Verfahren zur Bestimmung der optimalen Blockgröÿe zur Einteilung der Da-
ten existieren nicht. Nach McNeil et al. (2005) soll die Einteilung möglichst
intuitiv vorgenommen werden. Die Veränderung des Gestaltparameters bei
Variation der Blockgröÿe ist relativ klein. Allerdings ist ein intuitives Vorge-
hen nicht möglich, wenn die Anzahl der Ereignisse in festen Zeitintervallen
stochastisch ist.
Ein graphisches Verfahren kann Anhaltspunkte über geeignete Blockgröÿen
liefern. Können die Daten mit Hilfe der GEV approximiert werden, so ändert
sich der Gestaltparameter mit zunehmender Blockgröÿe nicht (vgl. Hawkins
2005). Man trägt die Schätzwerte über der Blockgröÿe ab und wählt die
kleinste Blockgröÿe, ab der der Graph annähernd konstant ist. Am Ende des
Graphen wird der Schätzwert wieder stark variieren, da zu wenige Beobach-
tungen für die Parameterschätzung vorliegen.

Die klassischen Anwendungsgebiete der GEV sind ökologische, vor allem hy-
drologische Modelle. In der Anwendung auf Verluste stellt sich ein weiteres
Problem bei der Blockeinteilung, das in den anderen Anwendungen der GEV
nicht auftritt. Die Anzahl der Beobachtungen pro Zeitintervall, also die An-
zahl der Verlustereignisse, ist stochastischer Natur. Um eine deterministische
Blockgröÿe zu erhalten, können die Blöcke also nicht nach Zeitintervallen auf-
geteilt werden. Eine Möglichkeit besteht darin, die zeitliche Komponente wie
gewöhnlich getrennt zu betrachten (siehe Abschnitt 3.1.2). Dementsprechend
werden die Verluste ungeachtet ihres zeitlichen Eintritts in Blöcke einer �xen,
willkürlich festzulegenden Gröÿe aufgeteilt.
Eine andere Möglichkeit besteht darin, die Verluste über zeitliche Interval-
le zu aggregieren. Dies hat den Vorteil, dass die dargestellten Probleme bei
der Anpassung der geschätzten Verteilung an den Bezugszeitraum der Ri-
sikoschätzung umgangen werden können. Man aggregiert die Verluste über
Zeitintervalle, die dem Zeithorizont der Risikobestimmung entsprechen, und
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kann anschlieÿend ohne weitere Anpassungen Risikomaÿe aus der gewonne-
nen Verteilung bestimmen. Die Verlusthäu�gkeiten müssen nicht gesondert
betrachtet werden, und die Anpassung des Bezugs ist über�üssig, wodurch
der Rückschluss auf die Beobachtungsverteilung für hohe Quantile unpro-
blematisch ist. Cruz (2002) bevorzugt diese Vorgehensweise gegenüber der
im Anschluss dargestellten POT-Methode, da Zeit- und Höhenkomponente
gleichzeitig betrachtet werden.
Problematisch an dieser Vorgehensweise, besonders im Bezug auf operatio-
nelle Risiken, ist die weitere Reduzierung der Anzahl der vorliegenden Daten-
menge. Daher ist das Verfahren für eine Berechnung der Kapitalanforderung
nach Basel II ungeeignet. Um die geschilderten Probleme zu umgehen, wäre
eine Aggregation der Verluste zu Beobachtungen von Jahresverlusten nötig.
Es ist o�ensichtlich, dass für die Blockbildung und anschlieÿende Parameter-
schätzung nach der Aggregation nicht ausreichend Daten vorliegen. Dennoch
wird in Anhang C.2 ein Anwendungsbeispiel gegeben, da das Verfahren für
kürzere Zeithorizonte oder zeitunabhängige Probleme durchaus Anwendung
�nden kann.

Abschlieÿend sollen die Unterschiede zwischen den klassischen Anwendungs-
gebieten der GEV und der Anwendung auf operationelle Risiken ausführlich
dargestellt werden. Als Beispiel einer ökologischen Anwendung diene die Be-
stimmung der nötigen Bauhöhe eines Damms. Zunächst liegen in den meisten
Fällen, so auch für Pegelstände, umfangreiche Datenhistorien vor. Daher ist
die Reduzierung der Beobachtungen bei der Blockbildung unproblematischer
als in der Anwendung auf operationelle Verluste. Jüngere Aufzeichnungen be-
stehen aus den maximalen Pegelständen pro Tag. In diesem Fall stellen die
Beobachtungen selbst Maxima dar, und die Blockbildung ist nicht mehr nö-
tig. Alle vorliegenden Beobachtungen können direkt in die Parameterschät-
zung ein�ieÿen.
Ein entscheidender Unterschied ist zudem, dass Pegelstände unterhalb der
Maxima innerhalb eines Zeitraumes nicht von Interesse sind. Ist die Bauhöhe
für den maximalen Pegelstand ausreichend hoch, so natürlich auch für alle
anderen Pegelstände desselben Zeitraums. Die Anwendung gestaltet sich des-
halb denkbar einfach. Praktisch wird ein Zeitintervall T festgesetzt, in dem
die Bauhöhe nur einmal überschritten werden soll. Anschlieÿend wird die
nötige Höhe über die Quantilsfunktion mit p = 1− 1/T bestimmt.
Verluste hingegen addieren sich zu einem Gesamtverlust. Daher sind auch
nicht maximale Verluste von Bedeutung, besonders wenn die Blockgröÿe
hoch gewählt wird, also viele Verluste in einem Block zusammengefasst sind.
Dieser Unterschied birgt die Problematik der groben Abschätzung durch die
Maximum-Verteilung. Die Approximation der Beobachtungsverteilung durch
den dargestellten Rückschluss und die Kombination mit einer anderen Ap-
proximation für den Rest der Verteilung und deren anschlieÿende Faltung ist
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dagegen noch problematischer.
Das Problem wird durch die Aggregation der Verluste über den für die Risi-
koschätzung betrachteten Zeitraum gelöst. Gleichzeitig erübrigt sich mit der
Aggregation das Problem der stochastischen Anzahl der Ereignisse in fes-
ten Zeitintervallen, welches sich in der hydrologischen Anwendung ebenfalls
nicht stellt.
Die dargestellten Eigenschaften begründen die natürliche Eignung des GEV-
Modells für hydrologische und andere ökologische Anwendungen. Ebenso
rühren hier die Schwierigkeiten in der Anwendung auf operationelle Risiken
her.
Insgesamt ist das GEV-Modell im Bezug auf operationelle Risiken eher un-
geeignet. Problematisch ist vor allem die Reduzierung der ohnehin schon
geringen Datenmenge durch Blockbildung und Aggregation. Über die Ma-
ximumverteilung kann nur eine sehr grobe Abschätzung des Risikos gewon-
nen werden. Die GEV sollte daher nur zur Anwendung kommen, wenn eine
getrennte Modellierung von Verlusthöhen und Verlusthäu�gkeiten nicht ge-
wünscht ist.

3.1.1.4 Extremwerttheorie � Peaks-Over-Threshold-Ansatz

Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Methode der Block-Maxima
hat den Nachteil, dass sie nur einen Bruchteil der ohnehin meist kleinen Da-
tenmenge verwendet. Vor allem deshalb wurde sie in der Praxis weitgehend
von der Peaks-Over-Threshold- (POT-) Methode abgelöst, die im Folgenden
erläutert wird. Sie betrachtet alle Datenpunkte, die einen hohen Schwellen-
wert überschreiten und insofern als extrem angesehen werden (vgl. McNeil
et al. 2005).

Konvergenzverhalten von Exzessverteilungen: Die Verteilung der Hö-
he der Überschreitungen über einen Schwellenwert u sei wie folgt de�niert:

De�nition 3.1.4 (Exzessverteilung) Sei X eine Zufallsvariable mit Ver-

teilungsfunktion F. Dann ist für den rechten Endpunkt von F xF ≤ ∞ und

0 ≤ x < xF − u

F(u)(x) = P (X − u ≤ x|X > u) =
F (x + u)− F (u)

1− F (u)

die Exzessverteilung von X zum Schwellenwert u < xF .
8

Liegt den Verlusten eine gebräuchliche kontinuierliche Verteilung F zugrun-
de, konvergiert die Exzessverteilung F(u) mit steigendem u (u → xF ) gegen
eine Verallgemeinerte-Pareto-Verteilung (GPD).

8Vgl. McNeil et al. (2005).
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De�nition 3.1.5 (Verallgemeinerte Pareto Verteilung (GPD)) Die Ver-

teilungsfunktion der GPD lautet

Gξ,β(x) =

 1−
(
1 + ξx

β

)−1/ξ
, ξ 6= 0,

1− exp
(
−x
β

)
, ξ = 0,

wobei β > 0 und
x ≥ 0 für ξ ≥ 0 und

0 ≤ x ≤ −β
ξ für ξ < 0.

9

ξ bezeichnet wieder den Gestaltparameter, β den Skalenparameter. Durch
Hinzunehmen eines Lageparameters µ kann die Familie durch Gξ,µ,β(x) =
Gξ,β(x − µ) erweitert werden. Wählt man µ = u, so erhält man aus der
zweiparametrigen Exzessverteilung F(u) die dreiparametrige durch die Über-
schreitung vom Schwellenwert u bedingte Verteilung der Verluste F[u].
Die GPD vereinigt drei Verteilungen, die von ξ abhängen:

für ξ > 0 entspricht die GPD der gewöhnlichen Pareto-Verteilung
in reparametrisierter Form,
für ξ = 0 entspricht sie einer Exponential-Verteilung und
für ξ < 0 einer Pareto-Typ II-Verteilung.

Die Interpretation des Gestaltparamter ξ gleicht der der GEV-Verteilung: Je
gröÿer ξ, desto langsamer der Abfall der Dichte am Verteilungsende. Die Ver-
teilung ist für ein festes x kontinuierlich in ξ, d.h. limξ→0 Gξ,β(x) = G0,β(x).
Die Konvergenz folgt aus dem Satz von Pickands-Balkema-de Haan:

Satz 3.1.6 (Pickands-Balkema-de Haan) Es existiert eine (positiv mess-

bare) Funktion β(u), so dass

lim
u→xF

sup
0≤x≤xF−u

∣∣Fu(x)−Gξ,β(u)(x)
∣∣ = 0,

genau dann, wenn F ∈ MDA(Hξ) mit ξ ∈ R.10

Die Grenzverteilung der Exzesse folgt also einer GPD-Verteilung genau dann,
wenn die Maxima asymptotisch einer GEV-Verteilung folgen. Die Gestalt-
parameter ξ sind in beiden Fällen gleich. Dementsprechend konvergieren die
Exzessverteilungen der gebräuchlichen kontinuierlichen Verteilungen gegen
eine GPD-Verteilung.
Einige Eigenschaften der GPD-Verteilung, auf die später zurückgegri�en
wird, werden im Folgenden dargestellt, bevor auf die praktische Vorgehens-
weise eingegangen wird.

9Vgl. McNeil et al. (2005).
10Vgl. McNeil et al. (2005).
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Eigenschaften der GPD-Verteilung

GPD-Stabilität: Die GPD ist stabil gegenüber einer Anhebung des Schwel-
lenwertes: ist Y GPD-verteilt und sei v > 0, dann ist Y − v unter der Bedin-
gung Y > v ebenfalls GPD-verteilt (vgl. Davison und Smith 1990). Weiter
bleibt der Gestaltparameter ξ gleich (vgl. Moscadelli 2004).

Existenz der Momente: Im Fall von ξ > 0 besteht ein direkter Zusam-
menhang zwischen dem Gestaltparameter ξ und der Existenz der Momente
der Form

E(xk) = ∞∀ k ≥ 1/ξ .11

Linearität der Exzessmittelwertfunktion: Die Exzessmittelwertfunk-
tion (EMF) und ihr empirisches Pendant (SMEF) seien wie folgt de�niert:

De�nition 3.1.7 (Exzessmittelwertfunktion (MEF)) Sei X eine Zu-

fallsvariable mit Verteilungsfunktion F und rechtem Endpunkt xF . Für u ≤
xF heiÿt

e(u) = E(X − u|X > u)

Exzessmittelwertfunktion von X.12

De�nition 3.1.8 (Empirische Exzessmittelwertfunktion (SMEF)) Seien

x = (x1, . . . , xn) die Realisationen der Zufallsvariablen Xi einer Stichprobe

vom Umfang n. Die Funktion

en(u) =

∑n
i=1(xi − u)1{xi>u}∑n

i=1 1{xi>u}

heiÿt empirische Exzessmittelwertfunktion von X.13

Insbesondere ist die Exzessmittelwertfunktion einer GPD-verteilten Zufalls-
variable X mit ξ < 1 linear:

e(u) = E(X − u|X > u) = β+ξu
1−ξ , β + ξu > 0 .14

Verteilungen der GPD-Familie sind die einzigen Verteilungen, die diese be-
sondere Eigenschaft aufweisen (vgl. Reiss und Thomas 2001).

11Vgl. Reiss und Thomas (2001).
12Vgl. Embrechts et al. (1997).
13Vgl. Moscadelli (2004).
14Vgl. Embrechts et al. (1997).
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Praktisches Vorgehen: Praktisch soll eine unbekannte Verlustverteilung
approximiert werden. Zunächst wird nur die durch die Überschreitung des
Schwellenwertes u bedingte Verteilung F[u] oder die Exzessverteilung F(u)

geschätzt.
In Anwendungsfällen wie der Berechnung von Versicherungsprämien ent-
spricht die Auszahlung den Exzessen über die Eigenbeteiligung. Stimmt die
Höhe der Eigenbeteiligung mit dem Schwellenwert überein, so können Prä-
mien und Risiken daher über die Exzessverteilung bestimmt werden. Da der
Schwellenwert nach der Konvergenzbedingung hoch zu wählen ist, ist dieser
Fall aber eher im Bereich der Rückversicherung realistisch.
Ist dagegen die eigentliche Verlustverteilung F von Interesse wie im Falle
der Berechnung der Kapitalanforderung für operationelle Risiken, muss die
zunächst geschätzte Verteilung in die nicht bedingte Verteilung überführt
werden. Wie gezeigt wird, erhält man auf diese Weise eine Approximation
der Verlustverteilung F für Verluste über dem Schwellenwert (x ≥ u).
Im Folgenden wird die Vorgehensweise aus Embrechts et al. (1997) erläu-
tert. Dabei wird die Exzessverteilung F(u) aus den Daten geschätzt. Liegen
die eigentlichen Verlusthöhen als Beobachtungen vor, so müssen die Ver-
luste vor der Schätzung in Exzesse transformiert werden. Coleman (2003)
schätzt dagegen die bedingte Verteilung F[u], wobei die eigentlichen Verluste
in die Schätzung eingehen. In beiden Fällen werden nur die Verluste, die den
Schwellenwert u überschreiten, betrachtet.

Vor der Parameterschätzung stellt sich zunächst das Problem, in welcher
Höhe der Schwellenwert u zu wählen ist. Einerseits ist u ausreichend hoch zu
wählen, um die Konvergenzbedingung zu erfüllen und so eine gute Appro-
ximation und eine geringe Verzerrung zu gewährleisten. Andererseits sollen
ausreichend viele Werte über u liegen, damit statistische Methoden zuver-
lässige Ergebnisse liefern können und die Varianzen der Schätzwerte klein
sind.
Die graphische Methode, die Davison und Smith (1990) vorschlagen, ist we-
gen ihrer Einfachheit die meist angewandte Methode. Sie basiert auf der
Linearität der MEF e(u) der GPD. Die empirisch ermittelte SMEF en(u)
wird über u abgetragen. Stimmt die Annahme, dass die Exzesse für ein u
approximativ GPD-verteilt sind, so wird der Graph im Bereich v > u eine
annähernd lineare Gestalt annehmen. Man wählt u also in dem Bereich, in
dem der Graph der SMEF einer Geraden gleicht. In diesem Bereich muss
bei der Wahl zwischen der Erfüllung der Konvergenzbedingung, also einem
möglichst hohen Schwellenwert, und der Voraussetzung für gute Schätzwerte,
dass genügend Beobachtungen über u liegen, abgewogen werden.
Moscadelli (2004) überprüft die Wahl des Schwellenwertes u durch ein Ver-
fahren, das die Stabilität der GPD gegenüber Anhebung der Schwelle aus-
nutzt. Verluste, die über dem Schwellenwert u liegen, werden als Schwellen-
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wert v angenommen, und eine neue Schätzung des Gestaltparameters mit v
durchgeführt. Die Schätzer werden in einem Graphen über den Schwellen-
werten v abgetragen. Ist die Annahme der GPD richtig, so sollte der Graph
für Werte v > u relativ stabil sein. Für sehr hohe Werte von v wird dies
nicht mehr der Fall sein, da zu wenige Beobachtungen zur Schätzung heran-
gezogen werden. Dieses Verfahren ist jedoch äuÿerst rechenaufwändig, da für
jeden Schwellenwert eine Schätzung durchgeführt werden muss. Daher ist im
Einzelfall abzuwägen, ob die Anwendung des Verfahrens lohnt.
Algorithmen zur Festlegung des Schwellenwertes werden in Dupuis und Victoria-
Feser (2003) und Danielsson et al. (2000) dargelegt. Allerdings wird meist von
automatisierten Verfahren abgeraten(vgl. Cruz 2002). McNeil und Saladin
(1997) zeigen in Simulationen die Auswirkung der Anzahl von Beobachtun-
gen im Endbereich auf Quantilsschätzungen. Sie geben minimale Anzahlen
für verschiedene Verteilungen und Quantile ans, die zu annehmbaren Ergeb-
nissen führen.

Nach der Festlegung des Schwellenwertes kann die Parameterschätzung durch
die im Anhang B dargestellten Methoden erfolgen. Bei der Wahl zwischen
verschiedenen Methoden zur Parameterschätzung sind dieselben Vor- und
Nachteile abzuwägen wie bei der Approximation durch die GEV.
Die klassische Momentenmethode erscheint ungeeignet, da sie die Existenz
höherer Momente voraussetzt. Auÿerdem ist die empirische Ermittlung der
Momente im Falle kleiner Datenmengen problematisch. Daher kommen vor
allem die ML-Methode und die Methode wahrscheinlichkeitsgewichteter Mo-
mente (PWM) in Betracht.
ML-Schätzer sind für ξ > −1/2 konsistent, e�zient und asymptotisch nor-
malverteilt (vgl. Smith 1985). Generell sind sie e�zienter als die PWM-
Schätzer. Hosking et al. (1985) zeigen aber, dass die PWM-Methode im
Falle kleiner Datenbasis von 100 oder weniger Beobachtungen bessere Er-
gebnisse liefert. Sie sind für wenige Beobachtungen weniger verzerrt und
weisen geringere Varianzen auf. Ihre Anwendung ist zudem einfacher und
kann ohne spezielle Statistiksoftware durchgeführt werden. Allerdings ist die
PWM-Methode nur für Gestaltparameter ξ < 1 möglich, da sonst die wahr-
scheinlichkeitsgewichteten Momente nicht existieren. In Anwendungen auf
operationelle Risiken in verschiedenen Geschäftsbereichen erhält Moscadel-
li (2004) durch ML-Schätzungen in fast allen Bereichen Gestaltparameter
ξ > 1.
Für ξ > 0 kommt ebenfalls der Hill-Schätzer in Betracht, der in Abschnitt
3.1.1.3 eingeführt wurde. Er ist konsistent und asymptotisch normalverteilt.
Für hohe Werte des Gestaltparameters liefert er allerdings schlechte Ergeb-
nisse, weshalb er achtsam angewandt werden sollte (vgl. Embrechts et al.
1997; Moscadelli 2004).
Weitere Schätzer, die aber eine gröÿere Datenbasis voraussetzen, sind der von
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Pickands und der von Dekkers, Einmal und de Haan. Für eine Darstellung
wird auf Embrechts et al. (1997) verwiesen.

Nach Schätzung der Parameter muss je nach Anwendungsfall von den be-
dingten Verteilungen F(u) bzw. F[u] auf die unbedingte Verlustverteilung ge-
schlossen werden.
Nach Au�ösen der De�nition 3.1.4 ergibt sich

F (x) = F (u) + [1− F (u)]F(u)(x− u) für u ≤ x < xF .

Die einzige unbekannte Gröÿe der rechten Seite ist F (u). Da unterhalb des
Schwellenwertes u annahmegemäÿ ausreichend viele Beobachtungen vorlie-
gen, kann zur Schätzung die empirische Verteilung herangezogen werden.
Für die Beobachtungen x1, . . . , xn gilt

Fn(u) =
1
n

n∑
i=1

1{xi≤u} =
n− nu

n
.

nu bezeichnet dabei die Anzahl der Verluste, die über dem Schwellenwert
liegen.
Damit folgt

F (x) ≈ 1−
(

nu
n

)
+
(

nu
n

)
F(u)(x− u)

= 1−
(

nu
n

)
[1− F(u)(x− u)]

= 1−
(

nu
n

) [
1 + ξ(x−u)

β

]−1/ξ

= 1−
[
1 +

(
nu
n

)−ξ
(

ξ(x−u)
β

)
+
(

nu
n

)−ξ − 1
]−1/ξ

= 1−
[
1 +

(
nu
n

)−ξ
(

ξ(x−u)+β−β(nu
n )ξ

β

)]−1/ξ

für u ≤ x < xF .

Mit σ = β
(

nu
n

)ξ
und µ = u + β

ξ

[(
nu
n

)ξ − 1
]
folgt

F (x) ≈ Gξ,µ,σ(x) = 1−
(

1 +
ξ(x− µ)

σ

)−1/ξ

für u ≤ x < xF .

Die Approximation Gξ,µ,σ der Flanke von F ist daher ebenfalls eine GPD-
Verteilung. Der Gestaltparameter ist gleich dem der Exzessverteilung. Die
Parameter σ und µ werden über die entsprechenden Parameter der Exzess-
verteilung bestimmt. Wird im ersten Schritt die bedingte Verteilung F[u] nach
Coleman (2003) geschätzt, so muss in der Formel für den Lageparameter u
durch den Schätzwert µ ersetzt werden.
Für Risikomaÿe, die sich auf ein Verlustereignis beziehen, also das Ausmaÿ
eines Verlustes bezi�ern, kann die Approximation des Verteilungsendes aus-
reichend sein. So lässt sich der VaR zu hohen Kon�denzniveaus aus der
approximierten Verteilung berechnen.
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Für die spätere Aggregation zu einer Verteilung des Gesamtschadens muss
aber die gesamte Verteilung approximiert werden. Wenn davon ausgegan-
gen werden kann, dass unterhalb des Schwellenwertes ausreichend Verlust-
ereignisse vorliegen, kann die Approximation der Verteilung unterhalb der
Schwelle über die empirische Verteilung erfolgen. Ein rein parametrischer
Ansatz kann ebenfalls verfolgt werden. Dazu wird zusätzlich eine Verteilung
an die Verluste unterhalb der Schwelle angepasst. Hier können klassische
Verteilungen gute Ergebnisse liefern (vgl. Moscadelli 2004). Sollte dieser
Ansatz gewählt werden, so sollte die Schätzung von F (u) beim Rückschluss
auf die unbedingte Verlustverteilung (für das obere Verteilungsende) auf der
geschätzten Verteilung beruhen. In beiden Fälle ist die Verknüpfung der Ver-
teilungen unter- und oberhalb des Schwellenwertes unproblematisch, da die
Werte beider Verteilungen an u gleich sind.
Wird die empirische Verteilung Fn für die Approximation unterhalb der
Schwelle gewählt, ergibt sich

F (x) ≈ Fn(x)1{x≤u} + Gξ,µ,σ(x)1{x>u} .

Zur Approximation von Verlustverteilungen besonders im Bereich operatio-
neller Risiken ist die GPD insgesamt besser geeignet als die im vorherigen
Abschnitt behandelte GEV. Durch die für eine Anwendung der GEV notwen-
dige Blockbildung wird die meist ohnehin kleine Datenbasis weiter verringert.
Die GPD bezieht dagegen alle Verluste oberhalb einer bestimmten Schwelle
in die Betrachtung ein.
Das beschriebene Problem der Anpassung des Bezugszeitraums tritt im Fall
der GPD nicht auf. Der Rückschluss von der Exzessverteilung auf die eigent-
liche Verlustverteilung ist unproblematisch, und der Übergangspunkt zum
Endbereich und damit der Gültigkeitsbereich der Approximation sind durch
Schätzungen bekannt. Dadurch kann sie gut mit einer Approximation für
den Anfangsbereich der Verteilung kombiniert werden und anschlieÿend in
die Aggregation zum Gesamtschaden eingehen. Die GEV kann dagegen nur
eine grobe Abschätzung geben, deren Ungenauigkeit mit zunehmender Fal-
tungszahl zunimmt.
Zwar kann über die Maximumverteilung der GEV auf die Verlustverteilung
geschlossen werden, jedoch reduziert die an sich unproblematische Vorge-
hensweise über Aggregation die Datenmenge erneut und ist daher unge-
eignet. Die Kombination der GEV mit einer Approximation für den Ver-
teilungsanfang erfordert die willkürliche Festsetzung des Übergangspunktes.
Die Schätzung würde dem Grundproblem der Bestimmung des Schwellenwer-
tes für die GPD entsprechen, wäre aber im Gegensatz dazu nicht theoretisch
fundiert. Daher lohnt der zusätzliche Aufwand im Vergleich zur Anwendung
der GPD nicht.
Ein weiterer Vorteil der GPD-Methode zeigt sich in der Behandlung von
Abhängigkeiten der Verlusthöhen von externen Ein�üssen, wie der Zeit oder
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Geschäftszyklen. Da einzelne, extreme Verlustereignisse betrachtet werden,
können die Parameter in Abhängigkeit zu den Ein�ussfaktoren modelliert
werden.
Die GEV hat bei auf den Bezugszeitraum aggregierten Daten den Vorteil,
dass sie Verlusthöhen und -häu�gkeiten nicht getrennt betrachtet. Daher
kann sie bei ausreichend groÿer Datenmenge Anwendung �nden, wenn ei-
ne getrennte Modellierung nicht gewünscht ist. Auch ist sie für andere An-
wendungsgebiete wie die im vorherigen Abschnitt dargestellte hydrologische
Anwendung besser geeignet.

Überprüfung des Modells: Bereits vor der Modellierung kann durch
Abtragen der empirischen Exzessmittelwertfunktion (SMEF) über verschie-
denen Schwellenwerten überprüft werden, ob eine Approximation mit einer
GPD-Verteilung sinnvoll erscheint. Nähert sich der Graph am Ende einer Ge-
raden an, so ist eine Approximation mit Hilfe einer GPD-Verteilung möglich,
da nur GPD-Verteilungen eine lineare Exzessmittelwertfunktion aufweisen
(vgl. Reiss und Thomas 2001). Der Graph kann dann auch zur Festlegung
geeigneter Schwellenwerte dienen.
Ein QQ-Plot kann dazu dienen, erste Anhaltspunkte auf die Gestalt des Ver-
teilungsendes zu erhalten. Generell stellt ein QQ-Plot die Quantile zweier
Verteilungen gegenüber und ermöglicht so einen Vergleich. Folgt der Graph
der Winkelhalbierenden, so stimmen die Verteilungen überein. Eine andere
Gerade spricht dafür, dass sich die Verteilungen nur in Lage- und Skalenpa-
rameter unterscheiden.
Soll überprüft werden, ob vorliegende Daten aus einer Verteilung stammen,
muss zunächst eine parameterfreie Schätzung der Verteilung der Daten er-
folgen. Im Allgemeinen wird für geordnete Daten x1,n, . . . , xj,n, . . . , xn,n

pj,n =
n− j + 0, 5

n

angenommen. Der QQ-Plot für die Daten und die Verteilung F ergibt sich
dann aus

(xj,n, F−1(pj,n)) für j = 1, . . . , n .

Zur Abschätzung der Gestalt der Flanke wird ein QQ-Plot mit der Exponential-
Verteilung (ξ = 0) erstellt. Eine Gerade weist auf eine Exponential-Verteilung
hin. Folgen die Daten einer langsamer abfallenden Dichte (ξ > 0), ergibt sich
eine konkave Abweichung von einer Geraden. Im Gegensatz dazu spricht ei-
ne konvexe Abweichung für eine Verteilung mit schneller abfallender Dichte
(ξ < 0).
Zur Überprüfung nach der Modellierung können verschiedene Methoden zum
Einsatz kommen. Bei den allgemeinen Anpassungstests sind vor allem der
Kolmogoro�-Smirnow- und der Anderson-Darling-Test zu nennen, die auf
die Exzesse angewendet werden.
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Speziell für den Fall der GPD können die von Davison (1984) vorgeschlagenen
W-Statistiken angewandt werden. Sie sind de�niert als

Wi =
1
ξ
log

(
1 +

ξyi

β

)
.

Dabei bezeichnen ξ und β die Parameter der Verteilung der Exzesse yi. Sind
die Exzesse idd verteilt mit der angenommenen GPD-Verteilung, so sind die
W-Statistiken exponentialverteilt mit λ = 1.
Die W-Statistiken können als Punktwolke über der Zeit abgetragen Hinweise
auf systematische Abweichungen, z.B. das Vorliegen eines Trends, geben, die
nicht im Modell berücksichtigt wurden. Über einen ML-Verhältnistest kann
überprüft werden, ob die W-Statistiken exponentialverteilt sind. Alternativ
dazu kann die Überprüfung graphisch über einen QQ-Plot erfolgen. Wenn
das Modell richtig ist, liegen die W-Statistiken annähernd auf der Winkel-
halbierenden.
Über einen ML-Verhältnistest, in dem eine angepasste Exponential-Verteilung
(ξ = 0) gegen die geschätzte GPD-Verteilung getestet wird, kann zusätz-
lich überprüft werden, ob die Daten signi�kant für eine Verteilung spre-
chen, deren Dichte schneller bzw. langsamer abfällt als die der Exponential-
Verteilung.
Das Backtesting erlaubt eine Überprüfung des Modells in der Wirklichkeit.
Da der VaR zum Niveau α dem α-Quantil der Verlustverteilung entspricht,
wird ein Verlust den VaR mit der Wahrscheinlichkeit (1− α) überschreiten.
Bei n Verlusten ist die erwartete Anzahl der Überschreitungen daher (1−α)n.
Die tatsächliche Anzahl der Überschreitungen sollte die theoretisch erwartete
zumindest nicht überschreiten. Das Backtesting kann nach der Modellierung
über die historischen Daten oder im Laufe der Zeit über neue Verlustfälle
erfolgen.

3.1.2 Verlusthäu�gkeitsverteilungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurden die Verlusthöhen einzelner Verluster-
eignisse modelliert. Um Risiken über einen zeitlichen Horizont zu bestimmen,
ist es zusätzlich notwendig, die Häu�gkeit der Ereignisse zu betrachten. Da-
zu werden diskrete Verteilungen, vor allem Poisson- oder negative Binomial-
Verteilungen, an die Daten, d.h. die Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit,
angepasst. Wie im kontinuierlichen Fall der Verlusthöhenverteilung, können
verschiedene Methoden zur Parameterschätzung zur Anwendung kommen.
Die in Anhang B aufgeführten Methoden lassen sich direkt auf den diskre-
ten Fall übertragen.
Im einfachsten Fall kann die Wahrscheinlichkeit für eine Anzahl von Verlus-
tereignissen über die Binomial-Verteilung modelliert werden. Dazu muss die
Verlustwahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass eine Transaktion
einen Verlust hervorruft, geschätzt werden. Zusätzlich muss die Anzahl aller
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Transaktionen bekannt sein oder für die Zukunft geschätzt werden. Da sich
diese Schätzung oft problematisch gestaltet, und da für ausreichend kleine p
die Binomial-Verteilung gut durch die Poisson-Verteilung approximiert wer-
den kann, bietet sich die Poisson-Verteilung an, für die nur ein Parameter zu
schätzen ist.
Der Erwartungswert und die Varianz einer Poisson-Zufallsvariablen mit Pa-
rameter λ sind beide λ. Ist die Häu�gkeit der Verlustereignisse stärker ge-
streut, so bietet sich die negative Binomial-Verteilung an.15 Chapelle et al.
(2005) untersuchen tatsächliche Verlustdaten und kommen zu dem Schluss,
dass für die Bestimmung des Risikos für eine Halteperiode von einem Jahr
eine Poisson-Verteilung ausreichend gute Ergebnisse liefert.
Poisson- und negative Binomial-Verteilungen lassen sich besonders leicht fal-
ten, was von Bedeutung ist, wenn der Zeithorizont der Risikobetrachtung
nicht mit dem der Häu�gkeitsmessung übereinstimmt. Die Summe von zwei
unabhängig Poisson-verteilten Zufallsvariablen X1 und X2 mit den Parame-
tern α1 und α2 ist ebenfalls Poisson-verteilt mit dem Parameter (α1 + α2)
(vgl. Waldmann und Stocker 2004).
Die Summe zweier unabhängiger, negativ Binomial-verteilter Zufallsvaria-
blen X1 und X2 mit den Parametern r1 bzw. r2 und dem gleichen Parame-
ter 0 < p < 1 ist ebenfalls negativ Binomial-verteilt mit den Parametern
(r1 + r2) und p (vgl. Hipp 2001).
Zur Anpassung an den Betrachtungszeitraum muss daher nur jeweils ein
Parameter mit der Länge des Zeitraums multipliziert werden. Zu beachten
ist dabei, wann die Messungen erfolgt sind. Wurde z.B. davon ausgegangen,
dass Verluste nur an Werktagen auftreten können, und wurde die Häu�gkeit
dem entsprechend nur an Werktagen gemessen, so ist auch die Länge in
Werktagen zu wählen, d.h. für ein Jahr ca. 260 Tage.
Beide Verteilungen gehören der Panjer-Klasse an. Für Verteilungen dieser
Klasse existieren Rekursionsformeln zur Summation, über die die Aggrega-
tion der Verlusthöhen und -häu�gkeiten über einen e�zienten Algorithmus
möglich ist (siehe Abschnitt 3.1.3).
Soll nur die Häu�gkeit der Ereignisse modelliert werden, deren Verlusthöhe
einen Schwellenwert u überschreiten, so bietet sich die Poisson-Verteilung an.
Bezeichnet F die Verlusthöhenverteilung, so ist die Anzahl der Verlustereig-
nisse über u Binomial-verteilt mit p = 1−F (u). Die Wahrscheinlichkeit, dass
der Schwellenwert überschritten wird, ist bei ausreichend hoch gewählten
Schwellen gering. Damit ist die Poisson-Verteilung als Modell gerechtfertigt
(vgl. Reiss und Thomas 2001).
Problematisch dabei ist, dass die extremen Ereignisse, also die, deren Verlus-
te eine hohe Schwelle überschreiten, von Natur aus selten sind. Wurden die
vorliegenden Daten in relativ kurzen Zeitfenstern erhoben, kann nicht davon

15Die negative Binomial-Verteilung entsteht durch die Annahme, dass die Intensität
eines Poisson-Prozesses einer Gamma-Verteilung folgt.
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ausgegangen werden, dass die Häu�gkeit über die empirischen Daten richtig
modelliert werden kann.
Interessant ist die Stabilität der Poisson-Verteilung gegenüber einer Anhe-
bung des Schwellenwertes von u auf v > u, wenn F GPD-verteilt ist. Sie
ermöglicht die Schätzung der Häu�gkeit von Ereignissen über einer Schwel-
le, über der nur wenige oder keine Beobachtungen vorliegen. Man geht dabei
von einer Schwelle u aus, die hoch genug ist, um eine Approximation der Ver-
lusthöhen über die GPD zu rechtfertigen, gleichzeitig aber noch ausreichend
Beobachtungen über u vorliegen, um aussagefähige Parameterschätzungen
zu ermöglichen. Ist der Parameter λu der Häu�gkeit von Verlusten über der
Schwelle u bestimmt, kann die Häu�gkeit der Ereignisse oberhalb von v über
λu bestimmt werden.
Es sei die Häu�gkeit der Verluste mit einer Höhe über u durch eine Poisson-
Verteilung mit Parameter λu modelliert. λu kann dabei über die Anzahl der
Verluste Nu(T ) über u im Zeitraum T durch λu = Nu(T )

T geschätzt werden.
Die Exzesse über u seien durch die GPD-Verteilung F(u) mit den Parametern
ξ und β approximiert.16 Eine Erhöhung des Schwellenwertes von u nach v
stellt eine Verdünnung des entsprechenden Poisson-Prozesses dar. Für die
Intensität gilt daher

λv = λu · q .

Dabei q bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass der Verlust eines Ereignisses,
dessen Verlust u überschreitet, ebenfalls die Schwelle v überschreitet. Daher
gilt

q = 1− F[u](v) = 1− F(u)(v − u) =
(

1 +
ξ(v − u)

β

)(−1/ξ)

.

Dabei sind ξ und β die Parameter der GPD, die für die Überschreitung von
u geschätzt wurden.
Alternativ kann das Problem kurzer Datenhistorien mit einer unzureichen-
den Anzahl von Datenpunkten zur Modellierung der Häu�gkeiten extremer
Ereignisse durch die Einbindung externer Daten gemindert werden. Proble-
matisch dabei ist die eventuell notwendige Anpassung der Daten (Skalie-
rung). Die Einbindung externer Daten ist nach Basel II explizit erforderlich
und wird daher gesondert in Abschnitt 3.1.5 behandelt.

3.1.3 Gesamtverlustverteilung

Nachdem Häu�gkeit und Verlusthöhen getrennt modelliert sind, muss nun
eine Aggregation zu einer Gesamtschadenverteilung erfolgen. Aus dieser wer-
den die Risikomaÿe und die Eigenkapitalanforderung berechnet. Die getrenn-
te Modellierung und spätere Verknüpfung zu einem bewerteten Prozess berei-
ten keine Probleme. Die Bestimmung der Parameter kann, wie in Embrechts
und Chavez-Demoulin (2004) dargestellt, getrennt erfolgen.

16Das Modell lässt sich analog im Falle der bedingten Verlustverteilung F[u] anwenden.
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Sind die Verlusthöhen Xi und -häu�gkeiten N(t) voneinander unabhängig
und sind die Verlusthöhen idd verteilt mit G, so ergibt sich die Gesamtscha-
denverteilung

FS(t)(x) = P (S(t) ≤ x) = P

N(t)∑
i=1

Xi

 ≤ x

 =
∞∑
i=0

P (N(t) = i)G(i)(x) .

Hierbei bezeichnet G(i) die i-fache Faltung von G mit G(0)(x) = 1 für x ≥ 0
und G(0)(x) = 0 für x < 0. Selbst in einfachen Modellen stellt die Berech-
nung von FS(t) eine Schwierigkeit dar und ist oft analytisch nicht möglich.
Daher werden Verfahren zur Näherung der Gesamtschadenverteilung ange-
wendet. Zwei der meist verwendeten Methoden stellen die Simulation und die
Panjer-Rekursion dar, die im Folgenden dargestellt werden. Andere Metho-
den sind Approximationen wie die Edgeworth-Expansion oder Inversionsme-
thoden wie die schnelle Fourier-Transformation (FFT) (vgl. Embrechts et al.
2003).
Erwartungswert und Varianz der Gesamtschadenverteilung lassen sich im Ge-
gensatz dazu bei Unabhängigkeit der Höhe und der Häu�gkeit und Existenz
der Erwartungswerte und Varianzen leicht berechnen. Der Erwartungswert
ist durch

E[S(t)] = E(X) · E[N(t)]

und die Varianz durch

V ar[S(t)] = V ar(X) · V ar[N(t)] + E(X)2 · E[N(t)]

gegeben (vgl. Waldmann und Stocker 2004).
Der erwartete Gesamtschaden muss gemäÿ Basel II nicht in die Kapitalan-
forderung mit einbezogen werden, wenn er angemessen in den Produktpreisen
berücksichtigt wird.
Versicherungen bestimmen über den Erwartungswert die Nettorisikoprämie,
wobei die Exzessverteilung über den Schwellenwert der Selbstbeteiligung als
Verlusthöhen- bzw. Schadenverteilung dient. Entsprechend werden nur die
Häu�gkeiten der Verluste über der Schwelle betrachtet. Moscadelli (2004)
errechnet über diesen Ansatz mit dem 99, 9%-Quantil als Schwellenwert Risi-
komaÿe für einzelne Geschäftsbereiche. Für die Berechnung der Eigenkapital-
anforderung einer Bank ist dieser Ansatz jedoch nicht ausreichend, da Ver-
luste unterhalb der gewählten Schwelle nicht in die Betrachtung ein�ieÿen.
Im Gegensatz zu Versicherungen sind diese Verluste von der Bank zu tragen
und sind bei einer hoch gewählten Schwelle nicht unerheblich. Die Anforde-
rung in Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2004), die Verluste zu einem
99, 9%-Quantil zu bestimmen, bezieht sich nicht auf die Verteilung der Ver-
lusthöhen sondern auf die Gesamtschadenverteilung. Die implizite Annahme,
dass die extremen Verluste das Verteilungsende allein bestimmen, ist in der
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Anwendung, vor allem mit Blick auf die Häu�gkeiten geringerer Verluste,
zu überprüfen. Allerdings genügt der Ansatz, um die Risikoverteilung auf
einzelne Geschäftsbereiche zu berechnen und die Risikogewichtung im Stan-
dardansatz (STA) seitens der Aufsicht zu validieren. Anzumerken ist, dass
Moscadelli (2004) statt der erwarteten Verlusthöhe den Median verwendet,
da in den GPD-Approximationen sieben der acht Geschäftsbereiche einen
Gestaltparameter ξ > 0 aufweisen und die Erwartungswerte nicht existieren.
Für Mediane gilt aber die obige Berechnungsvorschrift bei Faltung nicht,
weshalb das verwendete Risikomaÿ nur als abstrakt angesehen werden kann.

Simulation: Bei der Simulation werden zur Approximation der Gesamt-
schadenverteilung zunächst eine zufällige Anzahl m von Verlustereignissen
aus der Verlusthäu�gkeitsverteilung und anschlieÿend m Verluste x1, . . . , xm

aus der Verlusthöhenverteilung generiert und addiert. Die Summe

s =
m∑

i=1

xi

wird als eine Ziehung aus der Gesamtschadenverteilung aufgefasst. k-mal
wiederholt ergibt sich eine Stichprobe s1, . . . , sk des Gesamtschadens. Über
die empirische Verteilung

Fn(x) =
1
k

k∑
i=1

1{si≤x}

als Näherung der Gesamtschadenverteilung können Risikomaÿe wie der VaR
geschätzt werden. Die Schätzer sind als Ergebnisse eines Zufallsexperiments
selbst Zufallsvariablen. Daher ist ein Punktschätzwert wenig aussagekräftig,
und die Streuung der Ergebnisse ist ebenfalls zu betrachten.
Dazu wird in n Simulationsläufen jeweils ein Schätzwert des zu bestim-
menden Risikomaÿes ermittelt, deren Ergebnisse Q1, . . . , Qn wiederum als
Stichprobe von idd Zufallsvariablen aufgefasst werden. Nach dem Gesetz der
groÿen Zahlen ergibt sich der Mittelwert Q als Schätzer des Risikomaÿes:

Q =
1
n

n∑
i=1

Qi .

Für ausreichend viele Simulationsläufe ist Q nach dem zentralen Grenzwert-
satz approximativ normalverteilt und die Varianz ergibt sich zu

V ar(Q) =
1
n

V ar(Q) ,

wenn Q wie jedes Qi verteilt ist. Da die Verteilung von Q unbekannt ist,
wird die Varianz über

̂V ar(Q) =
1

n− 1

n∑
i=1

(Qi −Q)2
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geschätzt.
Für eine vorgegebene Überdeckungswahrscheinlichkeit α lässt sich damit das
Kon�denzintervall von Q

[Q− z(1−α)/2

√
̂V ar(Q)

n
;Q + z(1−α)/2

√
̂V ar(Q)

n
]

schätzen. z(1−α)/2 bezeichnet dabei das (1− α)/2-Quantil der Standardnor-
malverteilung. Aus dem Kon�denzintervall lässt sich für eine vorgegebene
maximale Intervallbreite L die minimal benötigte Anzahl von Simulations-
läufen n bestimmen:

n =
4z2

(1−α)/2
̂V ar(Q)

L2
.

Da die Ermittlung der benötigten Simulationsläufe auf der Schätzung der
Stichprobenvarianz beruht, die mit zunehmender Anzahl n genauer wird,
wird ein iteratives Verfahren angewendet. Es wird eine minimale Anzahl
n1 als Startwert festgelegt und nach der Simulation die minimal benötigte
Anzahl n von Läufen geschätzt. Ist n1 ≤ n, so werden zusätzlich n2 = n−n1

Läufe durchgeführt. Das Vorgehen wird wiederholt, bis die benötigte Anzahl
von Simulationsläufen erreicht ist.
Aus der Darstellung ist der Hauptnachteil der Simulation ersichtlich: Es wer-
den unter Umständen sehr viele Simulationsläufe benötigt, um zu einer guten
Schätzung des Risikomaÿes zu gelangen. Um die Standardabweichung des
Schätzwertes zu halbieren, muss die Anzahl der Läufe vervierfacht werden.
In jedem Lauf ist wiederum eine Vielzahl von Zufallszahlen zu generieren.
In der Praxis lohnen daher varianzreduzierende Verfahren, um die benötig-
te Anzahl von Simulationsläufen zu vermindern. Beispielsweise kann über
antithetische Verfahren die Varianz um bis zu 90% reduziert werden. Eine
Darstellung solcher Methoden �ndet sich z.B. in Pötzelberger (2006).
Der entscheidende Vorteil der Simulation ist neben der einfachen Implemen-
tation ihre Flexibilität. Vor allem können nicht-stationäre Prozesse einfach
modelliert werden. Dies ermöglicht die Modellierung von Abhängigkeiten der
Verlusthöhen und -häu�gkeiten. In Abschnitt 3.1.4.1 wird näher erläutert,
wie Abhängigkeiten von exogenen Variablen, z.B. zeitliche Trends, model-
liert werden können. Ebenfalls können durch die Abbildung der Verlusthöhe
in Abhängigkeit der Verlusthäu�gkeit Reaktionen der Bank auf entstandene
Verluste berücksichtigt werden. Beispielsweise ist eine Absenkung der er-
warteten Verlusthöhe nach Eintritt des ersten Verlustereignisses denkbar.
Auch für eine einfache, aber genaue Modellierung von Versicherungen ist
die Simulation geeignet. Die generierten Verluste werden dabei den Policen
entsprechend modi�ziert. Auf diese Art und Weise können verschiedenste
Versicherungsarten modelliert werden (vgl. Hartung 2003).
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Panjer-Rekursion: Häu�gkeitsverteilungen, derenWahrscheinlichkeitsmas-
sen pn = P (N = n) sich durch

pn =
(

a +
b

n

)
pn−1 für n ≥ 1

mit reellen a und b rekursiv darstellen lassen, gehören der Panjer-Klasse an.
Nur Poisson-, negative Binomial- und Binomial-Verteilungen erfüllen diese
Eigenschaft.
Liegt eine Häu�gkeitsverteilung der Panjer-Klasse vor und ist die Verlust-
höhenverteilung nur auf den positiven ganzen Zahlen de�niert, so kann die
Gesamtschadenverteilung durch den Panjer-Algorithmus bestimmt werden.
Es gilt

P (S(t) = k) =
k∑

m=1

(
a +

bm

k

)
fX(m)P (S(t) = k −m) für k = 1, 2, 3, . . . .

Dabei bezeichnet fX(m) = P (X = m) die Wahrscheinlichkeitsmassenfunk-
tion der Verlusthöhenverteilung.17

Im Fall einer Poisson-Verteilung als Modell für die Verlusthäu�gkeiten gilt
a = 0 und b = λ. Damit folgt

P (S(t) = k) =
(

λt

k

) k∑
m=1

mfX(m)P (S(t) = k −m) für k = 1, 2, 3, . . . .

Da nach Voraussetzung fX(0) = 0, gilt weiter P (S(t) = 0) = e−λt.
Eine kontinuierliche Verlusthöhenverteilung muss erst in eine diskrete Ver-
teilung überführt werden. Die einfachste Methode dazu ist das Runden der
Verluste und entsprechende Anpassung der Wahrscheinlichkeiten. Eine ande-
re Möglichkeit, die gute Ergebnisse liefert, ist das Gleichsetzen der Momente
mit denen einer diskreten Verteilung (vgl. Embrechts et al. 2003).
Bei der Festlegung der Schrittweite der Diskretisierung ist zwischen gegen-
sätzlichen Zielen abzuwägen. Zum einen bestimmt sie den Rechenaufwand,
zum anderen die Genauigkeit der Gesamtschadenverteilung und damit der
berechneten Risikomaÿe. Bei der praktischen Implementierung des Panjer-
Algorithmus können auÿerdem numerische Probleme auftreten. Schon im
ersten Schritt kann die Wahrscheinlichkeit für kein auftretendes Verluster-
eignis fälschlicherweise mit P (N(t) = 0) = P (S(t) = 0) = 0 bezi�ert werden,
wenn λt genügend groÿ ist. In diesem Fall kann durch Multiplizieren beider
Seiten der obigen Gleichung mit einer Konstanten die Funktionsweise des
Algorithmus sichergestellt werden.
Für das Abbruchkriterium wird die kumulierte Wahrscheinlichkeit∑u

k=0 P (S(t) = k) im Lauf u benötigt. Werden die einzelnen Wahrscheinlich-
keiten P (S(t) = u) für hohe u sehr klein, so kann bei einfacher Addition der

17Vgl. Embrechts et al. (2003).
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Wahrscheinlichkeit auf die im letzten Lauf ermittelte kumulierte Wahrschein-
lichkeit

∑u−1
k=0 P (S(t) = k) ein Rundungsfehler auftreten, so dass die errech-

nete kumulierte Wahrscheinlichkeit der im letzten Lauf ermittelten gleicht.
Entsprechend müssen Maÿnahmen bei der Implementierung getro�en wer-
den, damit Rundungsfehler umgangen werden und die Abbruchbedingung
erreicht wird.

3.1.4 Modellierungsprobleme

In den vorangegangenen Abschnitten wird stets davon ausgegangen, dass,
wenn auch wenige, noch ausreichend viele Daten für die Modellierung vorlie-
gen. In der Praxis ist dies unter Umständen nicht der Fall. Die Anwendung
eines Verlustverteilungsansatzes setzt deshalb die Ergänzung durch externe
Daten oder aus Expertenbefragungen gewonnene Szenarien voraus. Die Ein-
bindung dieser Daten ist jedoch nicht unproblematisch. Da die Einbindung
externer Daten und Experteneinschätzungen explizit im Akkord gefordert
wird, erfolgt die Behandlung der Datenprobleme gesondert in Abschnitt 3.1.5
und 3.1.6.
Während die unterstellte Unabhängigkeit der Verlusthöhen von der Häu�g-
keit sicherlich für die aggregierten Verluste nicht aufrechtzuerhalten wäre, ist
die Annahme für Einzelrisiken in einzelnen Geschäftsbereichen unproblema-
tisch (vgl. Alexander 2003b).
Darüberhinaus liegt den Modellen stets die Annahme zugrunde, dass sowohl
die Verlusthöhen als auch die Anzahl von Verlusten in einem Zeitintervall
Realisationen von idd Zufallsvariablen sind. Die starke Kontextabhängig-
keit operationeller Verluste spricht dafür, dass dies in der Realität nicht der
Fall ist. Externe Ein�ussfaktoren, wie z.B. Geschäftszyklen, Management-
maÿnahmen und Regulierung, beein�ussen Verlusthöhen und -häu�gkeiten.
Während oft lokale Abhängigkeiten vorliegen, sind Abhängigkeiten von Ver-
lusten, die weit auseinander liegen, weniger häu�g. Die Modelle müssen daher
an nicht-idd Daten angepasst werden, was in den nächsten Abschnitten kurz
dargestellt wird.

3.1.4.1 Abhängigkeiten der Beobachtungen: Trends und saisonale
Ein�üsse

Sowohl die Häu�gkeit von Verlusten als auch die Verlusthöhe können Trends
im Zeitverlauf aufweisen. Die Betrachtung ist nicht nur für die Modellierung
von operationellen Risiken wichtig, das Vorliegen eines Trends ist auch für
das Risikomanagement von Bedeutung. Deshalb sollten Trendanalysen auch
Eingang in das Berichtssystem �nden.
Hinweise auf Trends können z.B. Scatterplots der Verlusthöhen oder Zwi-
schenankunftszeiten der Verluste geben. Ein Autokorrelogramm der Verlust-
höhen bzw. der Zwischenankunftzeiten der Verluste gibt Anhaltspunkte über
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mögliche Abhängigkeiten. Zusätzlich können die in Abschnitt 3.1.1.4 einge-
führten W-Statistiken und ein QQ-Plot der Zwischenankunftszeiten im Ver-
gleich mit einer Exponentialverteilung herangezogen werden, um Trends oder
andere Ein�üsse zu erkennen.
Bei Vorliegen eines Trends bestehen prinzipiell zwei mögliche Vorgehenswei-
sen: Einerseits können die Daten um Trendein�üsse bereinigt werden und
anschlieÿend in die Modelle ein�ieÿen, andererseits können die Modelle an-
gepasst werden, um Trends zu berücksichtigen. Im Folgenden wird gezeigt,
welche Anpassungen zur Modellierung von Trends notwendig sind.
Trends in der Häu�gkeit der Verlustereignisse können im Poisson-Modell
über einen inhomogenen Poisson-Prozess modelliert werden. Die Intensität
λ(t) ist dabei eine deterministische Funktion der Zeit. Die Bestimmung der
Parameter der Funktion kann dabei einfach durch Ersetzen des ursprüng-
lichen Parameters λ durch die Funktion in der ML-Methode erfolgen. Das
Vorgehen wird in Anhang B dargestellt.
Kann die Annahme von idd verteilten Verlusthöhen aufrechterhalten wer-
den, genügt die Bestimmung der Parameter der Intensitätsfunktion. Für
den Rest des Modells ist keine Anpassung nötig. Zur Bestimmung der Ge-
samtschadenverteilung eines festen Zeitraums wird die kumulierte Intensität
Λ(t) =

∫ t
0 λ(s)ds gebildet. Für zwei Zeitpunkte 0 < s < t gilt, N(t) −N(s)

ist Poisson-verteilt mit Parameter Λ(t)− Λ(s) (vgl. Waldmann und Stocker
2004). Die Intensität des ursprünglichen Modells wird daher durch die Dif-
ferenz der kumulierten Intensitäten ersetzt.
Die Einbeziehung von Trends der Verlusthöhen in das Modell erfolgt ähnlich.
Die Parameter des ursprünglichen Modells werden durch Funktionen der Zeit
ersetzt und ihre Parameter über die ML-Methode bestimmt. Allerdings muss
nun die Aggregation zur Gesamtschadenverteilung über die Simulation erfol-
gen, da die Einbindung in die anderen dargestellten Verfahren nicht möglich
ist (vgl. Embrechts et al. 2003). In der Simulation wird für jede Zeiteinheit
eine zufällige Anzahl von Verlusten aus der Häu�gkeitsverteilung gezogen.
Anschlieÿend werden entsprechend viele Verluste aus der Verlusthöhenver-
teilung bestimmt, deren Parameter über die zuvor bestimmten Funktionen
ermittelt werden. Das Vorgehen kann analog angewandt werden, wenn so-
wohl für Verlusthöhen als auch für die Häu�gkeit ein Trend vorliegt. Eine
detaillierte Darstellung zur Einbindung von Trends und ein Anwendungsbei-
spiel �nden sich in Smith (1989).
Saisonale Ein�üsse lassen sich ebenfalls auf die dargestellte Weise modellie-
ren. Die Funktionen der Parameter sind entsprechend zu wählen. Allerdings
sind zur Bestimmung der saisonalen Ein�üsse und damit der Funktionspa-
rameter längere Datenhistorien notwendig, die im Umfeld operationeller Ri-
siken kaum vorliegen dürften.
Zu beachten bei der Überprüfung auf Vorliegen eines Trends ist der Survi-
val Bias. Banken haben erst kürzlich begonnen, Verluste aus operationellen
Risiken ganzheitlich und konsistent zu erfassen. Daten aus früheren Jahren
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können daher zugunsten hoher Verluste verzerrt sein, da kleine Verluste kaum
erfasst wurden und heute nicht mehr bekannt sind. Das gleiche Problem stellt
sich bei der Verwendung externer Daten. Oft werden dabei Verluste aus öf-
fentlichen Quellen in die Datenbanken eingearbeitet. Banken sind bemüht,
operationelle Verluste nicht an die Ö�entlichkeit gelangen zu lassen und nur
groÿe Verluste erregen die ö�entliche Aufmerksamkeit. Dadurch kann es zu
einem vermeintlichen Abwärtstrend in den Verlusthöhen und einer zuneh-
menden Häu�gkeit kommen.

3.1.4.2 Lokale Abhängigkeiten: Cluster

Ein häu�g beobachtetes Problem in Zeitreihen aller Art ist das Auftreten
von Clustern, d.h. das Zusammenfallen mehrerer, meist hoher Beobachtun-
gen aufgrund lokaler Abhängigkeiten. Dies ist in Finanzzeitreihen am Beispiel
von empirischen Börsendaten leicht nachvollziehbar. Mehrere dicht nebenein-
ander liegende Beobachtungen sind durch ein Ereignis bedingt und es kommt
zu lokalen Abhängigkeiten. Auch im Falle operationeller Risiken treten Clus-
ter auf: Ein Beispiel ist ein EDV System, das zu Zeiten niedriger Auslastung
kaum Fehler verursacht, während sich in Zeiten starker Auslastung die Fehler
häufen.
Die gängige Vorgehensweise geht auf Davison und Smith (1990) zurück. Um
weiterhin ein Poisson-Prozess-Modell anwenden zu können, betrachten sie
nur die Maxima der einzelnen Cluster. Während dieses Vorgehen in anderen
Anwendungen Sinn macht, muss im Falle operationeller Risiken eine Anpas-
sung erfolgen, da die sonst nicht betrachteten Verluste nicht unerheblich sein
können. Die einfachste Möglichkeit dazu ist, statt der Maxima der gecluster-
ten Verluste ihre Summe in die Betrachtung einzubeziehen.
Während das allgemeine Vorgehen weitgehend akzeptiert ist, gibt es ver-
schiedene Ansätze zur Bestimmung der Cluster. Davison und Smith (1990)
stellen ein Markov-Ketten-Modell auf. Die Zustände der (nicht beobachte-
ten) Markov-Kette Λ(t) repräsentieren hierbei die möglichen Umweltzustän-
de, z.B. hohe oder niedrige Auslastung. Die Übergangsraten seien λ und µ.
Die Beobachtungszeiten bilden einen von Λ bedingten Poisson-Prozess mit
Intensität φΛ(t). Die Zeiten zwischen dem Auftreten der Beobachtungen sind
nach Grandell (1976) iid verteilt mit der Dichte

f(z) = φ
α1−α2

([µ + φ− α2]e−α1z − [µ + φ− α1]e−α2z) , z > 0,

wobei α1 und α2 die positiven und eindeutigen Lösungen der Gleichung

α2 − (λ + µ + φ)α + λφ = 0

sind. Mit Hilfe numerischer ML Schätzung können nun λ, µ und φ bestimmt
werden. Um Beobachtungen Clustern zuzuordnen, wird die theoretisch er-
wartete Clusterlänge pro Zeiteinheit z∗ nach

z∗ =
µ

µ + φ
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bestimmt. Zwei aufeinander folgende Beobachtungen zu den Zeitpunkten
Ti und Ti+1 werden demselben Cluster zugeordnet, wenn Ti+1 − Ti < z∗,
d.h. wenn der zeitliche Abstand ihres Auftretens kleiner als die erwartete
Clusterlänge ist.
Allerdings weisen Davison und Smith (1990) daraufhin, dass in vielen Fällen
nur wenig durch die Anwendung des komplexen Modells gewonnen wird. Sie
führen einige Fälle an, in denen es sich gezeigt hat, dass die Ergebnisse nicht
sensitiv gegenüber der gewählten Clusterlänge sind. Die Schätzung kann da-
her intuitiv erfolgen. Das dargestellte Vorgehen wird als Run-Methode be-
zeichnet.
Eine explizite Modellierung von lokalen Abhängigkeiten nehmen McNeil und
Frey (2000) vor. Statt der Modellierung über einen Poisson-Prozess, stellen
sie ein GARCH Zeitreihenmodell für logarithmierte Gewinne von Aktien-
kursen auf. Um die hohe Wölbung abzubilden, wird das Rauschen als GPD-
verteilt angenommen. Das Modell kann einfach auf operationelle Verluste
übertragen werden. Kritisch bei der expliziten Modellierung der lokalen Ab-
hängigkeiten ist allerdings die benötigte Datengrundlage, um das Cluster-
verhalten zu bestimmen.

3.1.4.3 Weitere Modellierungsmöglichkeiten

Wie bereits erwähnt können auch andere Faktoren als die Zeit die Verlust-
höhen und -häu�gkeiten beein�ussen. Beispiele sind die Zahl der Mitarbei-
ter oder die durchschnittliche Verweildauer der Mitarbeiter in der Bank.
Der Ein�uss dieser Risikotreiber kann ebenfalls über Abhängigkeiten der
Parameter der Verlustverteilung von den Faktoren modelliert werden. Die
Schwierigkeit liegt vor allem in der Identi�zierung der Risikofaktoren. Wei-
tere Alternativen zur Modellierung der Risikotreiber werden in Abschnitt
3.1.7 aufgezeigt.
Die Anzahl der Verlustereignisse wird in den vergangenen Abschnitten als
Poisson-Prozess modelliert. In diesem Rahmen kann die Intensität auch als
Zufallsvariable modelliert werden oder selbst einem stochastischen Prozess
folgen. Der erste Fall stellt einen gemischten Poisson-Prozess dar. Die nega-
tive Binomial-Verteilung erwächst aus der Mischung eines Poisson-Prozesses
mit einer Gamma-Verteilung. Der zweite Fall ist als Cox-Prozess bekannt.
Ist die Intensität abhängig von verschiedenen Systemzuständen, kann die
Modellierung über ein Markov-Ketten-Modell erfolgen. Weiterführende An-
gaben �nden sich in Waldmann und Stocker (2004) und Anwendungen auf
operationelle Risiken in Cruz (2002) oder McNeil et al. (2005).

3.1.5 Datenprobleme und Einbindung externer Daten

Werden interne Daten zur Kalibrierung eines Verlustverteilungsansatzes ver-
wendet, so bildet das Modell die Eigenarten der Bank gut ab und ist als
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risikosensitiv anzusehen. Problematisch ist die Kalibrierung nur auf Basis
interner Daten, da die systematische Erfassung operationeller Verluste in
den meisten Banken erst seit kurzem erfolgt. Die Anforderungen an die fort-
geschrittenen Ansätze (AMA) verlangen aber eine Erfassung auch der Ver-
luste, die erwartungsgemäÿ nur einmal in 1000 Jahren auftreten. Gerade die
das Risiko entscheidend bestimmenden hohen Verluste, die selten auftreten,
werden in kurzen Datenhistorien nur unzureichend abgebildet. Im Sinne der
Kontextabhängigkeit kann auch in Zukunft bei ausreichend langen Daten-
historien nicht davon ausgegangen werden, dass die auf Basis ausschlieÿlich
interner Daten kalibrierten Modelle das tatsächliche Risiko einer Bank aus-
reichend abbilden.
Mögliche Abhilfe kann die Einbindung externer Daten scha�en, die der Basler
Akkord für die AMA explizit vorschreibt. Mögliche Quellen sind zum einen
ö�entlich bekannte Verlustereignisse, die in einigen kommerziellen Datenban-
ken erfasst werden. Zum anderen haben sich Banken zu Konsortien zusam-
mengeschlossen, die die Verlustereignisse ihrer Mitglieder sammeln und den
einzelnen Mitgliederbanken zur Verfügung stellen. Da hier die Daten von den
einzelnen Banken stammen, ist es wichtig sicherzustellen, dass die Verluste
einheitlich und ganzheitlich erfasst werden. Die Diskretion muss ebenfalls
gewährleistet werden. Bespiele für Datenpooling-Konsortien sind die Opera-
tional Riskdata eXchange Association (ORX) oder die Global Operational

Loss Database (GOLD).
Bei der Einbindung ergibt sich das Problem, dass die externen Daten für die
Bank relevant und homogen zu den internen Daten sein müssen. Geht man
davon aus, dass Banken in vergleichbarer Weise operationellen Risiken aus-
gesetzt sind (Relevanz der Daten), so bleiben zwei Probleme bestehen: Die
Daten müssen dem Risikopro�l der Bank in Höhe und Häu�gkeit der mögli-
chen Verluste angepasst werden (Skalierung). Dabei wird meist auf die Gröÿe
der Bank als Indikator des Risikopro�ls zurückgegri�en. Zusätzlich muss die
Erfassungsgrenze der externen Daten berücksichtigt werden, wenn sie, wie
in den meisten Fällen, sehr viel höher liegt als die interne Bagatellgrenze.
Kritiker der Einbeziehung externer Daten glauben dagegen, dass Verlust-
daten anderer Banken für ein Institut von Relevanz sind, da gerade opera-
tionelle Risiken stark von den Strukturen der Organisation abhängen (vgl.
z.B. Currie (2004)). Cruz (2002) schlägt deshalb vor, an Standorten, für die
wenige Verlustdaten vorliegen, Daten aus anderen Standorten der Bank ein-
zubinden. Er begründet dies mit der zumindest ähnlichen Unternehmenskul-
tur innerhalb einer Organisation. Während dies für einzelne Risiken sinnvoll
erscheint, lässt das Beispiel Rechtsrisiken Zweifel an der Annahme aufkom-
men. Rechtliche Risiken sind in der De�nition des Basler Ausschusses ex-
plizit in den operationellen Risiken eingeschlossen. Unterschiedliche Gesetze
und Rechtspraktiken an verschiedenen Standorten können aber erhebliche
Auswirkungen auf Verlusthäu�gkeiten und die Höhe der Verluste zur Folge
haben. Da die Kritik auf die Relevanz der Daten abzielt, bleibt die Problema-
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tik der Anpassung der Daten bestehen, auch wenn dieses Vorgehen gewählt
wird.
Wird nicht davon ausgegangen, dass externe Daten nach einer Anpassung für
das Institut relevant sind und somit nicht in das Modell eingefügt werden sol-
len, kann die Einbindung auch über Szenarien erfolgen. In Basler Ausschuss
für Bankenaufsicht (2004) wird diese Möglichkeit explizit angesprochen. Da-
zu sollen externe Daten in die Entwicklung von Szenarien einbezogen werden.
Die Einbindung von Expertenmeinungen wird in Abschnitt 3.1.6 behandelt.
Zur Einbindung externer Daten sind wieder Häu�gkeit der Verluste und Ver-
lusthöhen zu unterscheiden. Im Folgenden wird zunächst auf die Einbindung
externer Daten in die Kalibrierung der Verlusthöhenverteilung eingegangen,
bevor im Anschluss die Einbindung zur Bestimmung der Häu�gkeiten erör-
tert wird.

3.1.5.1 Einbindung externer Daten in die Kalibrierung der Ver-
lusthöhenverteilung

Shih et al. (2000) untersuchen den Zusammenhang zwischen der Gröÿe eines
Instituts, gemessen am Ertrag, den Aktiva und der Mitarbeiterzahl, und
der Höhe operationeller Risiken auf Basis von Verlustdaten der OpVaR-
Datenbank von PricewaterhouseCoopers. Sie stellen einen nicht-linearen Zu-
sammenhang mit allen Gröÿenindikatoren nach

L = Sαr

fest. L bezeichnet die Verlusthöhe, S einen Gröÿenindikator und r einen mul-
tiplikativen Rest, der nicht durch die Gröÿe erklärt wird. Der Skalierungsfak-
tor α ist vor der Einbindung aus den externen Verlustdaten zu bestimmen.
Die untersuchten Daten zeigen Abhängigkeiten zwischen der Gröÿe der Resi-
duen und der Gröÿe der Bank (Heteroskedastie), weshalb die Parameter über
die Methode gewichteter kleinster Quadrate bestimmt wurden. Der Erklä-
rungsgrad des Modells ist mit knapp 10% gering. Dies ist zum einen durch
Unterschiede im inhärenten Risiko der Banken aufgrund unterschiedlicher
Geschäftstätigkeiten, zum anderen durch Qualitätsunterschiede im Mana-
gement und der Kontrollumgebung zu erklären. Während die Unterschiede
im zugrundeliegenden Risiko durch die ausschlieÿliche Einbeziehung hete-
rogener Verlustdaten umgangen werden kann, gestaltet sich eine objektive
Einbeziehung der Qualitätsunterschiede in die Skalierung schwierig. Gerade
die schwierige objektive Bewertung der Qualität und die einfache Bestim-
mung von Gröÿenindikatoren sind Gründe, weshalb die Skalierung externer
Daten vor allem über Gröÿenindikatoren, meist über den Ertrag, erfolgt.
Hartung (2003) schlägt ein ähnliches Modell vor, in dem die Möglichkeit der
Verwendung negativ mit der Verlusthöhe korrelierter Indikatoren besteht.
Für positiv korrelierte Indikatoren gleicht sein Vorgehen dem hier vorgestell-
ten. Er weist ebenfalls auf die Notwendigkeit hin, Skalierungsfaktoren auf
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Ebene der einzelnen Risiken zu bestimmen. Da externe Daten mit den Ska-
lierungsfaktoren erfasst werden müssen, um die Skalierung und Einbindung
zu ermöglichen, muss die Identi�zierung der relevanten Faktoren innerhalb
der Konsortien erfolgen. Die Skalierung ö�entlich bekannter Verluste ist da-
bei auf Faktoren beschränkt, die ebenfalls ö�entlich zugänglich sind.
In Shih et al. (2000) ergibt sich ein α < 1, d.h. die Verlusthöhe wächst
langsamer als linear zum Indikator der Gröÿe der Bank. Dies ist im Hin-
blick auf den niedrigen Erklärungsgrad des Modells zwar wenig beachtlich,
aber die Ergebnisse decken sich mit den Erkenntnissen von de Fontnouvel-
le et al. (2004). In dem Vergleich der Verlusthöhenverteilungen von sechs
Banken vergleichbarer Gröÿe ergeben sich nur geringe Unterschiede. Daher
gehen de Fontnouvelle et al. (2004) davon aus, dass Banken in Gruppen ho-
mogener Gröÿe wenig Qualitätsunterschiede im Risikomanagement und der
Kontrollumgebung aufweisen. Die Skalierung der Daten zur Einbeziehung in
die Kalibrierung der Verlusthöhenverteilung wird aus diesem Grund weniger
wichtig erachtet als die Skalierung der Verlusthäu�gkeiten.
Nach dem festgestellten Zusammenhang zwischen Gröÿenindikator und Ver-
lusthöhe ergibt sich für die externen Daten (Li, Si) das lineare Regressions-
modell

ln(Li)
ln(Si)

= α + β
1

ln(Si)
+ εi .

Die Skalierung der Daten erfolgt nach Bestimmung der Parameter durch

Ls
i = Li

(
S

Si

)α

.

Ls
i bezeichnet die skalierten Verluste und S den Gröÿenindikator der Bank.

Eine Anwendung und Einbindung in ein Praxisbeispiel �ndet sich in Chapelle
et al. (2005).
Die Integration der skalierten Daten kann auf verschiedene Weise erfolgen.
Alexander (2003b) passt separat Verteilungen den internen und externen
Daten an, und fügt diese über das Bayes'sche Theorem zusammen.18 Die
Bayes'sche Statistik geht davon aus, dass der Parametervektor θ eines Zu-
fallsexperiments selbst eine Zufallsvariable ist. Die Verteilung des Schät-
zers θ̂ wird aus den externen Daten geschätzt und bildet die sogenannte a
priori-Verteilung. Im Folgenden sei die a priori-Dichte mit g(θ) bezeichnet.
Die internen Daten werden als zusätzliche Information angesehen, und es
wird die Likelihood-Funktion f(x1, . . . , xn|θ) gebildet. Die bedingte Dichte
g(θ|x1, . . . , xn) wird als a posteriori bezeichnet und ergibt sich aus

g(θ|x1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xn|θ)g(θ)∫

Θ f(x1, . . . , xn|y)g(y)dy
.

18Alexander (2003b) nimmt keine vorherige Skalierung der Verlustdaten vor.
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Θ bezeichnet dabei den Parameterraum. Der Bayes'sche Schätzer ist der
Erwartungswert der a posteriori-Verteilung.19

Noch nicht betrachtet wurde die Tatsache, dass externe Datenbanken eine
Verzerrung zugunsten hoher Verluste aufweisen. In Datenbanken, die ihre
Daten aus verö�entlichten Verlusten beziehen, liegt dies daran, dass gerin-
ge Verluste in der Ö�entlichkeit kaum beachtet werden, und dass Banken
daran gelegen ist, möglichst keine Informationen über entstandene Verluste
zu publizieren. Solche Datenbanken erfassen daher nur sehr hohe Verlus-
te. OpVantage erfasst nach eigenen Angaben Verluste über $1 Millionen.
Nach einer Skalierung der Daten können Verluste auch unterhalb der Er-
fassungsgrenze liegen. Chapelle et al. (2005) skalieren daher auch die Er-
fassungsgrenze selbst. Jedoch muss beachtet werden, dass eine Skalierung
der Erfassungsgrenze wiederum zu Datenproblemen führt. Verluste von In-
stituten aller Gröÿen werden mit der gleichen Erfassungsgrenze gesammelt.
Eine Skalierung resultiert für die verschiedenen Institute in unterschiedlichen
Erfassungsgrenzen. Soll, wie in Chapelle et al. (2005) nur eine Erfassungs-
grenze verwendet werden, so muss diese der skalierten Erfassungsgrenze für
das kleinste Institut entsprechen. Andernfalls sollte die Erfassungsgrenze als
stochastisch angesehen werden.
Datenpooling-Initiativen versuchen dagegen, alle Verluste ab einer relativ
niedrigen Grenze zu erfassen. ORX erfasst Verluste ab einer Höhe von $10.000.
Probleme können hier auftreten, wenn die Angaben lediglich beabsichtigt
sind und einzelne Banken den Beteuerungen zum Trotz nicht alle Verluste
oder nur Verluste oberhalb einer höheren Grenze an die Datenkonsortien
melden. In diesem Fall kann dem Problem durch eine als stochastisch ange-
sehene Erfassungsgrenze begegnet werden.
Soll die Modellierung der externen Daten über eine Verteilung der Extrem-
werttheorie erfolgen, so muss der Schwellenwert u entweder durch die Er-
fassungsgrenze bekannt sein oder aus den Daten geschätzt werden.20 Als
problematischer erweist sich der Rückschluss auf die unbedingte Verlustver-
teilung, da zusätzlich F (u) geschätzt werden muss. Wird davon ausgegangen,
dass externe und interne Daten homogen sind, so kann die Schätzung von
F (u) über die internen Daten erfolgen.
Sollen hingegen klassische, parametrische Verteilungen an die externen Da-
ten angepasst werden, so muss die Erfassungsgrenze im Modell berücksichtigt
werden. Chapelle et al. (2005) wählen diesen Ansatz, während sie die internen
Daten über die empirische Verteilung und eine GPD-Verteilung modellieren.

19Formal minimiert der Bayes'sche Schätzer den erwarteten Schaden bzgl. einer gewähl-
ten Schadensfunktion und der a posteriori-Verteilung. Für die quadratische Schadensfunk-
tion ergibt sich als Schätzer der Erwartungswert der a posteriori-Verteilung (vgl. Alexander
2003b).

20Die gemeinsame Modellierung interner und externer Daten über eine Verteilung der
Extremwerttheorie ist wegen der unterschiedlichen Schwellenwerte nicht möglich.
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Dieser Ansatz bietet sich an, wenn eine ausreichende Anzahl externer Daten
vorliegt, so dass die durch die Extremwerttheorie vollzogene Extrapolation
im Bereich externer Daten nicht nötig ist. de Fontnouvelle et al. (2004) merkt
dazu an, dass GPD-Modelle Verteilungsenden in besonders hohen Quantilen
überschätzen, weshalb sie bei groÿen Datenmengen keine Anwendung �nden
sollten. Das Modell unterscheidet drei Bereiche der Verlusthöhenverteilung:
Im ersten Abschnitt liegen kleine und mittlere Verluste, für die ausreichend
viele interne Daten vorliegen, um sie über die empirische Verteilung zu mo-
dellieren. Der zweite Bereich liegt unterhalb der Erfassungsgrenze externer
Datenquellen. Wegen der geringen Anzahl interner Datenpunkte �ndet die
Extremwerttheorie Anwendung. Oberhalb der Erfassungsgrenze liegen mit
den externen Daten wieder ausreichend Beobachtungen vor, so dass klassi-
sche Verteilungen an die Daten angepasst werden können.
Baud et al. (2002) entwickeln drei Ansätze zur Modellierung der Erfassungs-
grenze externer Daten. Die Ansätze unterscheiden sich darin, dass die Erfas-
sungsgrenze als konstant und bekannt, als konstant aber unbekannt oder als
stochastisch angenommen wird. Den Ansätzen liegt die Annahme zu Grunde,
dass externe und interne Daten der gleichen Verteilung F (x, θ) mit Parame-
ter θ folgen. Die externen Daten werden aber nur über einer Verlusthöhe
H erfasst. f(x, θ) bezeichne die Verlustdichte. Im Fall einer konstanten und
bekannten Erfassungsgrenze ergibt sich für externe Daten die Dichte

f∗(x, θ) := 1{x≥H}
f(x, θ)

1− F (H, θ
.

Daraus ergibt sich für externe und interne Daten die log-Likelihood-Funktion

l(θ) =
n∑

i=1

ln (f(xi, θ)) +
n∗∑
i=1

ln (f∗(x∗i , θ)) .

x1, . . . , xn bezeichnen die internen, x∗1, . . . , x
∗
n∗ die externen Verluste.

Unter der Annahme einer konstanten aber unbekannten Erfassungsgrenze
wird H als zusätzlicher Parameter über die ML-Schätzung bestimmt. Der
resultierende Schätzer Ĥ = mini(x∗i ) bestimmt den kleinsten externen Ver-
lust. In der Untersuchung von Baud et al. (2002) zeigte sich das Problem,
dass externe Daten durch wenige niedrige Verlustdaten verunreinigt sein kön-
nen, so dass die Schätzung vermutlich falsche Ergebnisse liefert. Sie wenden
daher ein iteratives Verfahren an: Für jedes H im Bereich [0,maxi(x∗i )] wird
θ geschätzt, wobei nur die über H liegenden Daten in die Schätzung einge-
hen. Danach wird der jeweilige Schätzwert θ̂ über H abgetragen. Der kleinste
Wert, ab dem der Graph relativ stabil bleibt, wird als Erfassungsgrenze ge-
wählt.
Dieser Ansatz lässt sich einfach auf den Fall übertragen, wenn interne und
externe Daten über verschiedene Verteilungen modelliert werden. Dazu muss
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lediglich die log-Likelihood-Funktion auf die externen Daten beschränkt auf-
gestellt werden:

l(θ) =
n∗∑
i=1

ln (f∗(x∗i , θ)) .

Auf diese Weise kann die so gewonnene Verteilung der Parameterschätzer
ebenfalls über die Bayes'sche Statistik mit den internen Daten nach Alexan-
der (2003b) kombiniert werden.
Baud et al. (2002) entwickeln ebenfalls eine Methodik zur Modellierung einer
stochastischen Erfassungsgrenze. Sie kommen zu dem Ergebnis, dass wenn
fälschlicherweise eine konstante aber unbekannte Grenze unterstellt wird,
aber tatsächlich eine stochastische Grenze vorliegt, lediglich weniger Da-
ten in die Kalibrierung einbezogen werden. Da das Ergebnis aber stark von
der Annahme der Verteilungsfamilie der Grenze abhängt, emp�ehlt es sich,
die dargestellte Methodik für eine unbekannte konstante Grenze anzuwen-
den. Daher wird hier auf eine Darstellung des Verfahrens bei stochastischen
Grenzen verzichtet.
Okunev (2005) kritisiert die Methode von Baud et al. (2002) wegen des ho-
hen benötigten Rechenaufwands bei groÿen Datenmengen. Beschränkt auf
den Fall , dass interne und externe Verluste durch die gleiche Verteilung mo-
delliert werden, schlägt er zwei Alternativen vor, deren Implementierungen
auf einfachste Weise erfolgen. Um die Verzerrung zugunsten hoher Verluste
auszugleichen, werden die niedrigeren Verluste in beiden Ansätzen stärker
gewichtet. Für eine als bekannt vorausgesetzte Erfassungsgrenze externer
Verlustdaten H erfolgt die Gewichtung über die relative Anzahl der internen
Verlustereignisse mit Verlusten unter H zur Anzahl der internen und exter-
nen Verluste oberhalb der Grenze. Liegen n interne Verlustereignisse vor,
von denen k einen Verlust unterhalb von H aufweisen, und liegen n∗ externe
Verluste über der Grenze vor, so ergibt sich die Gewichtung G aus

G =
n− k + n∗

n− k
.

Die erste Vorgehensweise besteht darin, eine neue Stichprobe zu generieren,
in der alle Verluste unterhalb der Grenze G-mal aufgenommen werden, wäh-
rend die Verluste oberhalb der Grenze jeweils einmal auftreten. Die zweite
Möglichkeit setzt voraus, dass die Anpassung der Verlustverteilung über ei-
ne Momentenmethode erfolgt. Dabei werden zur Bestimmung der Momente
die Verluste unterhalb der Grenze mit G gewichtet, während die Verluste
über der Grenze einfach gewichtet in die Berechnung eingehen. Die zweite
Methode hat gegenüber der ersten den Vorteil, dass G keine ganze Zahl sein
muss.
Eine weitere Alternative schlagen Haubenstock und Hardin (2003) vor. Sie
nehmen ebenfalls für externe und interne Verluste die gleiche Verteilung

67



an. Die Verlustverteilung einer Risikoklasse, d.h. Risikotyp-Geschäftsfeld-
Kombination, für die ausreichend interne Daten vorliegen, dient zur Bestim-
mung der Verteilungen anderer Klassen, für die keine oder wenige interne,
aber ausreichend externe Daten vorliegen. Es wird die Annahme getro�en,
dass Verluste der betrachteten Klassen Verteilungen aus der gleichen Fami-
lie folgen, die sich nur durch ihre Parameter unterscheiden. Die Klasse mit
ausreichender interner Datenmenge bezeichnet man als Bezugsklasse.
Für alle Klassen werden Verteilungen an die externen Daten angepasst und
deren Momente bestimmt. Das Verhältnis der Momente der Bezugsklasse zu
den Momenten der übrigen Zellen dient als Ausgangspunkt für die Schätzung
der Momente der internen Verlustverteilungen. Die Verteilung der Bezugs-
quelle wird aus den internen Daten geschätzt und im Anschluss deren Mo-
mente bestimmt. Durch Multiplikation des Verhältnisses der Momente der
externen Verteilungen mit den Momenten der internen Verteilung der Be-
zugsklasse approximiert man die Momente der internen Verlustverteilungen
der übrigen Klassen. Über die Momentenmethode werden dann die Parame-
ter der internen Verteilungen geschätzt.

3.1.5.2 Einbindung externer Daten in die Kalibrierung der Ver-
lusthäu�gkeit

Viele Autoren gehen davon aus, dass sich Unterschiede zwischen Banken,
gerade im Risikomanagement und der Kontrollumgebung, vor allem auf die
Verlusthäu�gkeit auswirken (vgl. z.B. Moscadelli (2004) oder Frachot und
Roncalli (2002)). Ergebnisse eines Vergleichs von sechs groÿen, international
tätigen Banken in de Fontnouvelle et al. (2004) bestätigen dies.
Liegt nur eine kurze Datenhistorie vor, so kann eine niedrige Schadensan-
zahl Ausdruck des guten Risikomanagements und damit des niedrigen tat-
sächlichen Risikos einer Bank oder aber Zufall bzw. Glück sein. Frachot und
Roncalli (2002) vergleichen die Problematik mit der von Versicherungen, die
bei Abschluss einer Police das Risiko des Abschlieÿenden ohne persönliche
Daten schätzen müssen. Um eine faire Prämie zu bestimmen, muss dem in-
dividuellen Risiko Rechnung getragen werden. Daher werden in der Kredibi-
litätstheorie im Laufe der Zeit neue Informationen in Form der persönlichen
Schadenshistorie berücksichtigt. Je länger die Schadenshistorie, desto mehr
spiegelt die Prämie das tatsächliche Risiko des Versicherten wieder.
Frachot und Roncalli (2002) übertragen den Ansatz auf operationelle Risiken
und gehen dabei von einem Poisson-Prozess aus, in dem die Intensität λ ein
Maÿ für das Risiko der Bank darstellt. λ ist selbst eine nicht-beobachtbare
Zufallsvariable, aber die Schadenshistorie enthält Informationen über die In-
tensität. Frachot und Roncalli (2002) gehen von einer Gamma-Verteilung
mit den Parametern a und b für λ aus. Damit ergibt sich die Dichte

f(λ) =
λa−1e−λ/b

baΓ(a)
.

68



Die Wahrscheinlichkeit für Nt = n Schadensfälle in Periode t ergibt sich mit
der Poisson-Annahme dann aus

P (Nt = n) =
∫ ∞

0
P (Nt = n|λ = t)f(t)dt =

Γ(a + n)
Γ(a)n!

(1 + b)−a

(
b

1 + b

)n

.

Die Startparameter a und b sollen dabei aus externen Daten z.B. über die
ML-Methode bestimmt werden. Erwartungsgemäÿ kann dies allerdings nicht
erfolgen, da aus Vertraulichkeitsgründen die Verluste der externen Daten-
banken nicht den einzelnen Banken zuzuordnen sind. Als Alternative können
die Parameter von der Aufsicht (oder dem Datenkonsortium) zur Verfügung
gestellt oder über die durchschnittliche Schadenszahl und die Streuung be-
stimmt werden, wenn diese bekannt sind. Dazu werden der Erwartungswert
und die Varianz von Nt in Relation zu den Parametern gesetzt und über den
Durchschnitt und die Streuung geschätzt.
Die Einbindung der internen Schadensanzahl nt−1 der Vorperiode erfolgt
über das Bayes'sche Theorem. Für die Intensität gilt

f(λ|Nt−1 = nt−1) = P (Nt−1=nt−1|λ)f(λ)R∞
0 P (Nt−1=nt−1|λ=t)f(t)dt

=
λ

nt−1e−λ

nt−1!
λa−1e−λ/b

baΓ(a)

Γ(a+n)
Γ(a)n!

(1+b)−a( b
1+b)

n

= λa−1+nt−1e−λb/(1+b)

( b
1+b

)a+nt−1Γ(a+nt−1)
.

Mit a1 = a + nt−1 und b1 = b
b+1 folgt

f(λ|Nt−1 = nt−1)
λa1−1e−λ/b1

ba1
1 Γ(a1)

.

λ ist demnach wieder Gamma-verteilt mit den Parametern a1 und b1.
Auf diese Weise können sukzessiv neue Informationen eingebunden werden.
Für eine Datenhistorie der Länge k ergeben sich die Parameter

ak = a +
k∑

i=1

nt−k

und

bk =
b

1 + kb
.

Mit den neuen Parametern berechnet man die bedingte Wahrscheinlichkeit
für nt Schadensfälle dann durch

P (Nt = n|Nt−1 = nt−1, . . . , Nt−k = nt−k) =
Γ(ak + n)
Γ(ak)n!

(1 + bk)
−ak

(
bk

1 + bk

)n

.

Die bedingte erwartete Schadensanzahl

E(Nt|Nt−1 = nt−1, . . . , Nt−k = nt−k) = ωE(Nt) + (1− ω)

(
1
k

k∑
i=0

nt−k

)
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mit

ω =
1

1 + kb

verdeutlicht dabei die Gewichtung der individuellen Schadenshistorie und
dem Industrieschnitt. Je mehr interne Beobachtungen vorliegen, desto stär-
ker fällt die Schadenshistorie ins Gewicht. Die unbedingte erwartete Scha-
densanzahl kann dabei als Benchmark für das Risikomanagement dienen.
Anzumerken ist, dass Frachot und Roncalli (2002) die Intensität in Abhän-
gigkeit eines Indikators EI, z.B. des Ertrags, de�nieren. Die Intensität des
Poisson-Prozesses ergibt sich demnach zu

λ′ = λ · EI .

Die Parameter müssen dementsprechend angepasst werden und ergeben sich
aus

a′k = a +
k∑

i=1

nt−k

und

b′k =
b · EI

1 + kb · EI
.

Alexander (2003b) geht einen anderen Ansatz zur Bestimmung der Verlust-
häu�gkeiten und Einbindung externer Daten. Sie geht von einer Anzahl N
von Ereignissen, die operationelle Risiken bergen aus. Um eine zukunftsge-
richtete Schätzung des operationellen Risikos zu erhalten, soll die Anzahl
eine Prognose oder eine Zielvorgabe sein. Ein Beispiel ist die in einem Ge-
schäftsbereich geplante Anzahl von Transaktionen, die dem betrachteten Ri-
siko unterliegen. Diese Einbindung der Geschäftsumfeldfaktoren ist nach dem
Basler Akkord explizit gefordert. Es ist allerdings nicht bestimmt, wo und
in welcher Form die Einbindung zu erfolgen hat.
Um zu der Anzahl der Verlustereignisse zu gelangen, betrachtet Alexander
die Wahrscheinlichkeit p, dass ein Ereignis einen Verlust hervorruft. Sie geht
für p von einer Beta-Verteilung aus. Die Dichte

f(p) =
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

pa−1(1− p)b−1

hat den Träger [0, 1].
Alexander bestimmt die Parameter a und b der externen und internen Daten
getrennt über die ML-Schätzer. Die Parameterschätzer ergeben sich mit der
Anzahl der gescheiterten Transaktionen nf und der Anzahl aller Transaktio-
nen n aus

a = nf + 1

und
b = n− nf + 1 .
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Die aus internen und externen Daten bestimmten Verteilungen der Verlust-
wahrscheinlichkeit fügt Alexander (2003b) über das Bayes'sche Theorem zu-
sammen.
Für die Kalibrierung über interne Daten ist dieses Vorgehen durchaus ge-
eignet, der Anforderung zur Einbindung von Geschäftsumfeldindikatoren ge-
recht zu werden. Allerdings geht Alexander davon aus, dass die Verteilung
von p auch aus den externen Daten bestimmt werden kann. Da aber nur
Verlustereignisse erfasst werden, und die Anzahl der abgewickelten Transak-
tionen in den Datenbanken nicht vorliegt, ist dies unrealistisch. Die aus den
externen Daten geschätzte Verteilung sollte den Banken daher seitens des
Datenkonsortiums zur Verfügung gestellt werden.

3.1.6 Einbindung von Expertenmeinungen

Eine weitere Möglichkeit, den Mangel einer ausreichenden Verlusthistorie
auszugleichen, ist die Einbindung von Expertenmeinungen. Ausgangspunkt
ist die Annahme, dass die Experten in den betre�enden Geschäftsbereichen
Kenntnisse über den Verlauf möglicher Verluste haben. Jedoch ist dieses
Wissen meist zu ungenau, um eine Festlegung auf eine Verteilung zu recht-
fertigen. Zusätzlich sind die Ergebnisse stark subjektiv geprägt und von der
Quali�zierung der Experten abhängig. Neben einer sorgfältigen Auswahl der
Experten muss die Organisation eine no-blame-Kultur entwickeln, um zu un-
verzerrten Ergebnissen zu kommen. Auch die Ausgestaltung des Fragebogens
ist von entscheidender Bedeutung für die Qualität der Ergebnisse. Ansätze
dazu �nden sich in Anders (2003) und Anders und Sandstedt (2003).
Die Einbeziehung von Expertenmeinungen bietet weiter den Vorteil einer
zukunftsgerichteten Evaluierung der Risiken. Im Gegensatz zu historischen
Verlustdaten können und sollen Experten Veränderungen im Geschäfts- und
Kontrollumfeld berücksichtigen. Vor allem aus diesem Grund wird die Ein-
beziehung von Expertenmeinungen im Basler Akkord explizit gefordert (vgl.
Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2004).
Wieder werden Schätzungen zur Verlusthöhe getrennt von den Aussagen zur
Verlusthäu�gkeit behandelt. Für die Verlusthöhenverteilung werden zum Teil
direkt Datenpunkte über Szenarien mit den historischen Verlustdaten kombi-
niert und so in die Kalibrierung einbezogen. Dabei erfolgt allerdings keinerlei
Gewichtung der objektiven Verlustdaten und der subjektiven Szenarien.
Alternativ dazu können die aus historischen Daten geschätzten Verteilungen
der Parameter durch Expertenschätzungen über das Bayes'sche Theorem
modi�ziert. Die Vorgehensweise ist analog zu dem in Abschnitt 3.1.5.2 Ver-
fahren zur Einbindung externer Daten zur Schätzung der Verlusthäu�gkeit,
kann aber auch für die Verlusthöhe herangezogen werden.
Die a priori -Verteilung der Parameter wird aus den Expertenaussagen ge-
wonnen und wird weniger gewichtet, je mehr objektive Verlustdaten vorlie-
gen. Die Festlegung der a priori -Verteilung über die erhobenen Fragebögen
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ist nicht unproblematisch. Meist wird von einer konjugierten Verteilungs-
klasse ausgegangen, d.h. a priori- und a posteriori-Verteilung gehören der
gleichen Verteilungsfamilie an. Zum Beispiel ist die Gamma-Verteilung die
konjugierte Verteilung für den Parameter einer Poisson-Verteilung (vgl. Bö-
ker 2004). Für die Schätzung von Wahrscheinlichkeiten bietet sich die Beta-
Verteilung an (vgl. Abschnitt 3.1.5.2). Die Verwendung konjugierter Vertei-
lungsklassen erleichtert die Berechnung der a posteriori-Verteilung, die sonst
oft nur numerisch erfolgen kann. Zusätzlich werden durch die Einbeziehung
neuer Beobachtungen bei Verwendung konjugierter Verteilungen nur die Pa-
rameter der Verteilung geändert werden. Die angenommene Verteilungsfa-
milie bleibt unverändert (vgl. Cruz 2002).
Weiter problematisch ist die Überführung der Angaben in den Fragebögen
in eine Schätzung der Parameter bzw. ihrer Verteilung. Neben einem Punkt-
schätzwert, z.B. die erwartete Anzahl an Verlusten, muss die Unsicherheit
dieser Schätzung erhoben werden. Alexander (2003b) erhebt die erwartete
Häu�gkeit in Intervallen und zieht zur Festsetzung des Punktschätzwerts Sze-
narien aus dem Vergleich mit historischen Verlustdaten heran. Zur Schätzung
der Unsicherheit der Verlusthöhen hält sie eine Erhebung der Standardab-
weichung für ungeeignet und schlägt stattdessen vor, den Abstand des Er-
wartungswerts zu hohen Quantilen in Vielfachen des Erwartungswertes zu
erheben.

3.1.7 Einbindung von Faktoren des Geschäftsumfelds und

der Kontrollumgebung

Basel II verlangt neben der Berücksichtigung interner und externer Daten
und Szenarien aus Expertenmeinungen explizit auch die Einbindung von
Faktoren des Geschäftsumfelds und der internen Kontrollumgebung. Dies
sind Faktoren, die das Risiko wesentlich beein�ussen und insofern Aufschluss
über die Risikoentwicklung geben. Diese Risikotreiber sollen über geeignete
Indikatoren in quanti�zierbaren und im Zeitablauf zu beobachtenden Gröÿen
ausgedrückt werden. Die Berücksichtigung der Faktoren soll die Entwicklung
der Umgebung widerspiegeln und die Risikomessung zukunftsorientiert ge-
stalten.
Die eigentliche Einbindung in das Modell kann auf verschiedene Weise er-
folgen. Die Skalierung interner und externer Daten, die in Abschnitt 3.1.5.1
beschrieben wurde, ist eine Form der Berücksichtigung. Eine andere Möglich-
keit bietet die Modellierung der Verlusthäu�gkeiten oder -höhen in Abhän-
gigkeit der Faktoren. Alexander (2003b) modelliert nicht direkt die Vertei-
lung Häu�gkeit, sondern die Verteilung der Wahrscheinlichkeit einer fehlge-
schlagenen Transaktion und verbindet diese mit der prognostizierten Anzahl
der Transaktionen zu einer Häu�gkeitsverteilung.
Auch die Parameter der Schadens- und Häu�gkeitsverteilungen können in
Abhängigkeit zu Faktoren der Geschäfts- und Kontrollumgebung bestimmt
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werden. Dies geschieht analog zu der Berücksichtigung von Trends, in denen
die Parameter in Abhängigkeit der Zeit modelliert werden. Das Vorgehen
wird in Abschnitt 3.1.4.1 näher erläutert.
Eine nachträgliche Berücksichtigung durch die Anpassung der Kapitalan-
forderung aus einem Verlustverteilungsansatz wird in der Praxis oft über
Scorecard-Ansätze realisiert. Nähere Erläuterungen hierzu �nden sich in Ab-
schnitt 3.4 und in Haubenstock und Hardin (2003).

3.1.8 Berücksichtigung von Versicherungen

Verlustminderungen durch Versicherungen dürfen in Rahmen der AMA von
den Banken berücksichtigt werden. Auf einzelne Verlustfälle bezogene Ver-
sicherungen können auf einfache und zugleich genaue Weise im Rahmen der
Simulation der Gesamtschadenverteilung aus der Verlusthöhe und -häu�gkeit
modelliert werden. (vgl. Hartung 2003). Eigenarten der Policen, wie Selbst-
beteiligungen oder maximale Deckung, werden dabei direkt auf die einzelnen
simulierten Verluste angewendet. Die so modi�zierten Verluste gehen in die
Verlusthöhenverteilung ein.
Versicherungen, die sich auf den Gesamtverlust einer Periode beziehen, z.B.
stop-loss-Policen, können in der Simulation der Gesamtschadensverteilung
der Bank, d.h. bei der Aggregation der Einzelrisiken, berücksichtigt werden.
Die Aggregation zur Gesamtschadenverteilung der Bank wird in Abschnitt
3.2 erläutert.
Bei der Modellierung müssen eventuelle Zahlungsunsicherheiten berücksich-
tigt werden. Diese können aus Auslegungsstreitigkeiten, Zahlungsverzöge-
rungen oder aus der Zahlungsunfähigkeit des Versicherers erwachsen.
Es gilt zu beachten, dass der Akkord die Minderung der Kapitalanforderung
durch Versicherungen auf 20% begrenzt (vgl. Basler Ausschuss für Banken-
aufsicht 2004). Die Grenze wird vielfach mit der Begründung kritisiert, dass
Anreize ent�elen, Versicherungen mit einer Deckung über die Grenze hinaus
abzuschlieÿen (vgl. Zentraler Kreditausschuss 2001; Lawrence 2003). Die
Grenze soll nach Ansicht des Ausschusses ein Polster gegen verzögerte Aus-
zahlungen und rechtliche Streitigkeiten über den Versicherungsfall scha�en.
Dies steht im Widerspruch zu den Anforderungen, die die Erfassung solcher
Probleme im Modell vorschreiben.
Damit Versicherungen zur Minderung der Kapitalanforderung genutzt wer-
den dürfen, muss der Versicherer bzw. die Police die im Folgenden erläuter-
ten Eigenschaften erfüllen (vgl. Basler Ausschuss für Bankenaufsicht 2004;
Bundesanstalt für Finanzdienstleistungsaufsicht 2005b). Die Zahlungsfähig-
keit des Versicherers muss mindestens mit einem Rating von A oder einem
vergleichbaren Rating bewertet werden. Der Vertrag muss mindestens eine
Restlaufzeit von einem Jahr aufweisen. Ansonsten sind Abschläge vorzuneh-
men, um die sinkende Restlaufzeit zu berücksichtigen. Im Falle einer Rest-
laufzeit des Vertrags von weniger als 90 Tagen darf die Versicherung nicht
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zur Minderung der Kapitalanforderung genutzt werden. Die Kündigungs-
frist der Versicherung muss mindestens 90 Tage betragen. Andernfalls sind
Abschläge vorzunehmen, um der kurzen Kündigungsfrist Rechnung zu tra-
gen. Maÿnahmen der Bankaufsicht dürfen nicht zum Versicherungsausschluss
führen. Ebenfalls werden Versicherungen nicht anerkannt, wenn vertragliche
Regelungen bei Insolvenz der Bank Zahlungen ausschlieÿen, die sich auf Er-
eignisse vor der Insolvenz beziehen.
Um einen echten Risikotransfer zu erreichen muss die Versicherung auÿerdem
von einer Drittpartei gewährt werden. Versicherungen die durch eine verbun-
dene Unternehmung gewährt werden, müssen durch eine Rückversicherung
abgesichert sein, die ihrerseits die hier genannten Anforderungen erfüllt.
Die Bank muss die Verfahren zur Minderung der Kapitalanforderung durch
Versicherungen begründen, dokumentieren und o�enlegen.

3.2 Aggregation der Einzelrisiken

Die bisherigen Ausführungen bezogen sich auf die Bestimmung des Risiko-
kapitals einer Risikoklasse, d.h. einer Risikotyp-Geschäftsfeld-Kombination.
Die Aggregation auf Institutsebene zur Bestimmung des gesamten von der
Bank vorzuhaltenden Kapitals darf nach Basel II Korrelationen berücksich-
tigen, wenn die Aufsicht die Verfahren zu deren Ermittlung für angemessen
hält. Andernfalls sind die einzelnen Kapitalanforderungen zu addieren, was
der Annahme entspricht, die Risiken seien vollständig positiv korreliert. Dies
entspricht dem schlimmstmöglichen Fall und intuitiv ist die Annahme für vie-
le Risikotypen nicht haltbar. Empirische Daten untermauern Zweifel, dass
operationelle Verluste systematisch im gleichen Jahr auftreten (vgl. Frachot
et al. 2004).
Auch birgt die konservative Berechnungsweise über die einfache Summe die
Gefahr, die vom Ausschuss beabsichtigte Kontinuität der Ansätze zu un-
terlaufen, da die resultierende Kapitalanforderung der fortgeschrittenen An-
sätze (AMA) höher wäre als die über den Standardansatz (STA) berechnete
Anforderung. Frachot et al. (2004) zeigen auÿerdem auf, dass die aus der Ad-
dition der Kapitalanforderung in Höhe des 99,9%-Quantils nur zweier unab-
hängiger Risikoklassen resultierende Gesamtkapitalanforderung bereits dem
99,9999%-Quantil der gemeinsamen Verlustverteilung entspricht. Je granu-
larer die Risikomessung einer Bank erfolgt, desto höher ist die Kapitalan-
forderung bei fälschlicherweise unterstellter perfekter Korrelation. Der be-
absichtigte Anreiz, eine granularere Risikomessung zu implementieren, wird
daher umgekehrt.
Im Gegensatz zur Annahme der perfekten Korrelation würde die Annahme,
die Risiken verschiedener Klassen wären unabhängig, das Risiko unterschät-
zen. Frachot et al. (2004) gehen nach empirischen Untersuchungen von einer
Korrelation zweier Risiken im Bereich von 4% bis 10% aus. Die Ergebnisse
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mit den Annahmen der perfekten Korrelation und der Unabhängigkeit kön-
nen daher als Ober- bzw. Untergrenze der Kapitalanforderung dienen (vgl.
Alexander 2003b).
In den folgenden Abschnitten wird zunächst ein Modell zur Berücksichtigung
von Korrelationen zwischen Risikoklassen dargestellt. Die Vereinfachungen
und Einschränkungen werden diskutiert. Im Vergleich ist die Modellierung
von Abhängigkeiten über Kopulas überlegen und wird im Anschluss darge-
stellt.

3.2.1 Vereinfachendes Korrelationsmodell

Die Schätzung der Korrelationen der Risikoklassen aus empirischen Daten ist
aufgrund der Datengrundlage zur Zeit sehr schwierig bis nahezu unmöglich.
Lawrence (2003) geht davon aus, dass nur intuitive sinnvolle Annahmen über
die Abhängigkeiten getro�en werden können. Korrelationsannahmen können
über gemeinsame Risikotreiber abgeleitet werden (vgl. Alexander 2003b).
Chapelle et al. (2005) kommen dagegen in empirischen Untersuchungen zu
dem Ergebnis, dass sich Korrelationen wöchentlicher Verluste auf Jahresver-
luste übertragen lassen.
Die Korrelationen können über die Gesamtverluste der einzelnen Klassen, die
Verlusthöhen oder die Verlusthäu�gkeiten modelliert werden. Frachot et al.
(2004) legen ein vereinfachendes Modell vor in dem Korrelationen der Ge-
samtverluste angenommen werden, die ausschlieÿlich aus Korrelationen der
Verlusthäu�gkeiten der Klassen erwachsen. Sie legen dar, dass eine Model-
lierung von Korrelationen zwischen den Verlusthöhen verschiedener Klassen
mit der grundlegenden Annahme von unabhängigen Verlusten innerhalb ei-
ner Risikoklasse unvereinbar ist.
Frachot et al. (2004) unterstellen in ihrem Modell implizit normalverteilte
Verlusthöhen und Poisson-verteilte Häu�gkeiten. Dies äuÿert sich in der Be-
rechnungsweise der Korrelationen und der Aggregationsformel sowie in der
Annahme, die multivariate Verteilung lasse sich allein durch Korrelations-
koe�zienten (nach Bravais-Pearson) und die Randverteilungen beschreiben.
Frachot et al. (2004) sehen dies als tolerierbare Vereinfachung und wenden
das Modell auch auf Verteilungen mit langsam abfallenden Flanken an. Of-
fensichtlich ist die Vereinfachung problematisch, wenn Verteilungen Verwen-
dung �nden, deren Varianz nicht existiert, da in diesem Fall der Korrelations-
koe�zient nicht existiert. Hier sei auf die Ergebnisse von Moscadelli (2004)
hingewiesen, die für nahezu alle Geschäftsfelder nach Basel II eine Verteilung
mit nicht-existierender Varianz nahelegen. Interessant ist die Feststellung von
Frachot et al. (2004), dass die Korrelation der Gesamtschäden umso geringer
ausfällt, je gröÿer die Varianz im Verhältnis zum quadrierten Erwartungs-
wert ist. Mit den untersuchten empirischen Daten kommen Frachot et al.
(2004) damit zu einem Korrelationskoe�zienten, der für keine Klasse mehr
als 4% beträgt.
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Weiter ist die Vereinfachung kritisch, da der Korrelationskoe�zient nur li-
neare Zusammenhänge abbildet. Für eine Beschreibung der gemeinsamen
Verteilung reicht daher die Betrachtung der Randverteilungen und der Kor-
relationsmatrix im Allgemeinen nicht aus. Deshalb müssen andere mögliche
Abhängigkeiten berücksichtigt werden (vgl. McNeil et al. 2005). Wegen der
für die Praxis relevanten Ergebnisse über die Höhe der Korrelationen wird
das Modell im Folgenden trotz der kritischen Vereinfachungsannahme dar-
gestellt.
Werden die Verlusthöhen und -häu�gkeiten in den einzelnen Klassen als un-
abhängig angenommen, so ergibt sich der Korrelationskoe�zient zweier Ge-
samtverluste S1 und S2 zu

corr(S1, S2) = corr(N1, N2)
E(X)√
E(X2)

E(Y )√
E(Y 2)

.

N1 und N2 bezeichnen dabei die Verlusthäu�gkeiten und X bzw. Y die Ver-
lusthöhen zweier Risikoklassen. Die Korrelationsmatrix der Gesamtschäden
lässt sich daher aus den Korrelationen der Verlusthäu�gkeiten bestimmen.
Kritisch bleibt dabei die empirische Ermittlung der Korrelationen der Häu-
�gkeiten.
Frachot et al. (2004) zeigen weiter, dass eine zusätzliche Modellierung von
Abhängigkeiten zwischen Verlusthöhen und -häu�gkeiten in den Klassen
einen Anstieg der Korrelationen zwischen den Klassen bewirkt. Dabei ge-
hen sie von einer bivariaten Poisson-Verteilung für je zwei Risikoklassen aus.
Jedoch halten sie die Anwendung dieser Erweiterung in der Praxis für unge-
eignet. Ihre Untersuchungen ergeben, dass die erwartete Korrelation zweier
Klassen geringfügig auf 10% steigt.
Frachot et al. (2004) schlagen folgende vereinfachte Aggregationsformel für
die Kapitalanforderung K auf Bankebene vor, die auf der Normalverteilungs-
Annahme beruht:

K =
H∑

i=1

E(Si) +

√√√√ H∑
i=1

H∑
j=1

ρi,j [Ki − E(Si)][Kj − E(Sj)].

Dabei bezeichnet Ki die Kapitalanforderung der Klasse i, d.h. den VaR zum
vorgegebenen Kon�denzniveau, ρi,j den Korrelationskoe�zienten der Klas-
sen i und j und H die Anzahl der Risikoklassen.
Wegen der angesprochenen Kritikpunkte bietet die direkte Modellierung der
Abhängigkeiten der Gesamtverluste der Risikoklassen mit Kopulas eine gu-
te Alternative. Eine Kopula ist eine Verteilungsfunktion, die die Abhängig-
keitsstruktur einer gemeinsamen Verteilung mehrerer Zufallsvariablen isoliert
von den Randverteilungen beschreibt.
Im Folgenden werden zunächst der Begri� der Kopula formal de�niert und
einige Eigenschaften erläutert. Im Anschluss wird eine Auswahl von Kopulas
dargestellt, bevor auf die Kalibrierung und Anwendung eingegangen wird.
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3.2.2 Theoretische Grundlagen zu Kopulas

De�nition 3.2.1 (Kopula) Eine d-dimensionale Kopula ist eine Vertei-

lungsfunktion auf [0, 1]d mit gleichverteilten Randverteilungen mit Trägern

[0, 1].

Eine Kopula-Funktion C(u1, . . . , ud) muss daher folgende Eigenschaften er-
füllen (vgl. McNeil et al. 2005):

1. C(u1, . . . , ud) wächst monoton in jeder Koordinate,

2. C(1, . . . , 1, ui, 1, . . . , 1) = ui für alle i ∈ {1, . . . , d} und ui ∈ [0, 1],

3. für alle (a1, . . . , ad), (b1, . . . , bd) ∈ [0, 1]d mit ai ≤ bi gilt

2∑
i1=1

. . .
2∑

id=1

(−1)i1+...+idC(u1i1 , . . . , udid) ≥ 0,

wobei uj1 = aj und uj2 = bj für alle j ∈ {1, . . . , d}.

Die erste Anforderung ist o�ensichtlich die multivariate Übertragung der
Anforderung an jede Verteilungsfunktion des monotonen Wachstums. Die
zweite Anforderung besagt, dass die Randverteilungen jeweils die Gleichver-
teilung auf [0, 1] sind. Die dritte Eigenschaft stellt sicher, dass die Summe,
die als Wahrscheinlichkeit P (a1 ≤ U1 ≤ b1, . . . , ad ≤ Ud ≤ bd) für einen
Zufallsvektor (U1, . . . , Ud)T interpretiert werden kann, nicht-negativ ist.
Der folgende Satz von Sklar zeigt die Wichtigkeit und Anwendungsmög-
lichkeiten von Kopulas: Jede multivariate Verteilung enthält eine Kopula,
und eine multivariate Verteilung kann durch eine Kopula in Verbindung mit
Randverteilungen konstruiert werden.

Satz 3.2.2 (Sklar Theorem) Sei F eine gemeinsame Verteilung mit den

Grenzverteilungen F1, . . . , Fd. Dann existiert eine Kopula C : [0, 1]d → [0, 1],
so dass für alle (x1, . . . , xd) ∈ [−∞,∞]d

F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd))

gilt.

Sind die Randverteilungen kontinuierlich, ist C eindeutig. Andernfalls ist C
eindeutig auf F1([−∞,∞])× · · · × Fd([−∞,∞]).

Durch die Kombination von Randverteilungen und einer Kopula können mul-
tivariate Verteilung vollständig beschrieben werden und Zusammenhänge
sind nicht auf lineare Korrelationen beschränkt. Dies ist dann von Bedeu-
tung, wenn die Ränder nicht einer Normalverteilung folgen und insbesondere
bei langsam abfallenden Flanken.
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Für die praktische Anwendung von Vorteil ist die Möglichkeit, multivariate
Modelle bottom-up aufzubauen. Korrelationen können nach Festlegung der
Randverteilungen in dem Modell berücksichtigt werden. Vor allem dann,
wenn ein multivariates Modell viele, z.T. sehr heterogene Risiken beinhaltet,
oder wenn Randverteilungen starke Wölbungen aufweisen, gestaltet sich die
Suche nach einer adäquaten parametrischen multivariaten Verteilung schwie-
rig. Kopulas können hier einfacher und e�ektiver eingesetzt werden. Die Ein-
�üsse verschiedener Abhängigkeiten können über unterschiedliche Kopulas
untersucht werden. Zur Bestimmung der Gesamtschadenverteilung der Bank
wird eine Kopula wird als plausibel angenommen und kalibriert. Im An-
schluss kann die Gesamtschadenverteilung simuliert werden. Das Vorgehen
wird in Abschnitt 3.2.6 dargestellt. Kopulas sind auÿerdem invariant unter
streng monotonen Transformationen.
Um Eigenschaften von Kopulas zu beschreiben, wird in den nächsten Ab-
schnitten zunächst auf mögliche Abhängigkeiten zwischen Zufallsvariablen
und die zugehörigen Maÿe eingegangen. Im Anschluss werden ausgewählte
Kopulas mit ihren Eigenschaften dargestellt.

3.2.3 Rangkorrelationskoe�zienten

Zur Beschreibung von Abhängigkeiten zwischen Zufallsvariablen sind neben
dem Korrelationskoe�zienten nach Bravais-Pearson, der den linearen Zu-
sammenhang zweier metrischer Zufallsvariablen beschreibt, die Rangkorre-
lationskoe�zienten allgemein bekannt. Sie sind ein parameterfreies Maÿ für
die Korrelation, d.h. sie geben Aufschluss darüber, wie gut eine (beliebige)
monotone Funktion den Zusammenhang zweier mindestens ordinal skalierter
Zufallsvariablen darstellen kann, ohne Annahmen über die Verteilungen zu
tre�en. Üblich sind Spearmans Rangkorrelationskoe�zient und Kendalls τ ,
die im Folgenden de�niert werden.
Die Rangkorrelation kann als Maÿ der Konkordanz angesehen werden. Zwei
Punkte in R2 (x1, x2) und (y1, y2) heiÿen konkordant, wenn (x1 − y1)(x2 −
y2) > 0. Sind zwei Zufallsvektoren (X1, X2) und (Y1, Y2) positiv korreliert,
dann ist die Wahrscheinlichkeit für konkordante Punktepaare im Vergleich
zur Wahrscheinlichkeit für nicht konkordante Punktepaare hoch. Kendalls
Tau betrachtet daher die Wahrscheinlichkeit für konkordante Punkte:

De�nition 3.2.3 (Kendalls τ) Seien (X1, X2) und (Y1, Y2) Zufallsvekto-

ren, die identisch verteilt und unabhängig sind. Dann heiÿt

τ(X1, X2) = P ((X1 − Y1)(X2 − Y2) > 0)− P ((X1 − Y1)(X2 − Y2) < 0)
= E(sign((X1 − Y1)(X2 − Y2)))

Kendalls τ .
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Empirisch wird Kendalls τ für die Beobachtungspaare (x1, y1), . . . , (xn, yn)
durch

τ = 1−
4
∑n

i=1[R(xi)−R(yi)]
n(n− 1)

geschätzt. R(xi) bzw. R(yi) bezeichnet dabei den Rang der Beobachtungen.
Die kleinste Beobachtung erhält den Rang 1, die gröÿte den Rang n.
Ein ähnliches Maÿ stellt der Spearmans Rangkorrelationskoe�zient dar:

De�nition 3.2.4 (Spearmans Rangkorrelationskoe�zient) Seien X und

Y Zufallszahlen mit den Randverteilungen F und G. Dann heiÿt

rs(X, Y ) = corr(F (X), G(Y ))

Spearmans Rangkorrelationskoe�zient.

Spearmans Rangkorrelationskoe�zient misst also die lineare Korrelation der
wahrscheinlichkeitstransformierten Zufallsvariablen.
Empirisch wird Spearmans Rangkorrelationskoe�zient für die Beobachtungs-
paare (x1, y1), . . . , (xn, yn) durch

rs = 1−
6
∑n

i=1[R(xi)−R(yi)]2

n(n2 − 1)

geschätzt.
Beide Rangkorrelationskoe�zienten sind auf dem Intervall [−1, 1] normiert,
und ähnlich zum Korrelationskoe�zienten bedeutet ein Rangkorrelations-
koe�zient von 1, dass die beiden Zufallsvariablen komonoton sind, d.h. sie
bewegen sich gleichläu�g. Im umgekehrten Fall eines Rangkorrelationskoe�-
zienten von −1 spricht man von kontermonotonen Zufallsvariablen. Wie im
Fall der Korrelation ergibt sich ein Rangkorrelationskoe�zient von 0, wenn
die Zufallsvariablen unabhängig sind; der Umkehrschluss gilt jedoch nicht.
Liegen kontinuierliche Randverteilungen vor, hängen beide Rangkorrelati-
onskoe�zienten nur von der Kopula der Gesamtverteilung ab und können
daher zur Kalibrierung einer angenommenen Kopula herangezogen werden.
Da sie nur von der Kopula abhängen, überträgt sich die Invarianz unter
streng monotonen Transformationen auf die Rangkorrelationskoe�zienten
(vgl. McNeil et al. 2005).

3.2.4 Tail-Abhängigkeit

Ein weiteres Zusammenhangsmaÿ, die Tail-Abhängigkeit21, misst die Ab-
hängigkeit im Flankenbereich der Verteilungen. Dabei ist zwischen unterem
und oberem Flankenbereich zu unterscheiden. Wieder gibt es unterschiedlich
de�nierte Maÿe für die Tail-Abhängigkeit. Die hier verwendete Darstellung

21Aus dem Englischen: tail dependance.
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beruht auf McNeil et al. (2005). Es wird die bedingte Wahrscheinlichkeit
betrachtet, dass ein Quantil von der einen Zufallsvariablen über- bzw. unter-
schritten wird, bedingt durch die Über- bzw. Unterschreitung des Quantils
durch die andere Zufallsvariable. Formal ist die obere Tail-Abhängigkeit wie
folgt de�niert:

De�nition 3.2.5 (Obere Tail-Abhängigkeit) Seien X und Y Zufallsva-

riablen mit den Verteilungsfunktionen F1 bzw. F2. Die Existenz vorausge-

setzt, ist der Koe�zient der oberen Tail-Abhängigkeit durch

λu := λu(X, Y ) = lim
q→1−

P (Y > F−1
2 (q)|X > F−1

1 (q))

gegeben. Für λu ∈ (0, 1] liegt im oberen Flankenbereich Tail-Abhängigkeit

vor. λu = 0 bedeutet die asymptotische Unabhängigkeit im Flankenbereich.

Die De�nition der unteren Tail-Abhängigkeit ist analog dazu wie folgt:

De�nition 3.2.6 (Obere Tail-Abhängigkeit) Seien X und Y Zufallsva-

riablen mit den Verteilungsfunktionen F1 bzw. F2. Die Existenz vorausge-

setzt, ist der Koe�zient der unteren Tail-Abhängigkeit durch

λl := λl(X, Y ) = lim
q→0+

P (Y ≤ F−1
2 (q)|X ≤ F−1

1 (q))

gegeben. Für λl ∈ (0, 1] liegt Tail-Abhängigkeit im unteren Flankenbereich

vor. λl = 0 bedeutet die asymptotische Unabhängigkeit im Flankenbereich.

Tail-Abhängigkeiten sind gerade bei der Risikoschätzung von Interesse, da
sie das gemeinsame Auftreten extremer Ereignisse beschreiben. Die Koe�-
zienten hängen, wie die Rangkorrelationskoe�zienten, nur von der Kopula
der gemeinsamen Verteilung ab.

Im folgenden Abschnitt werden einige ausgewählte Kopulas und ihre Eigen-
schaften dargestellt. Im Anschluss daran wird die praktische Anwendung und
Kalibrierung erläutert.

3.2.5 Ausgewählte Kopulas

Es wird zwischen fundamentalen, impliziten und expliziten Kopulas unter-
schieden. Zu den fundamentalen Kopulas gehört zum Bespiel die Kopula für
unabhängige Zufallsvariablen

Cind(u1, . . . , ud) =
d∏

i=1

ui.
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Implizite Kopulas sind aus bekannten, multivariaten Verteilungen extrahiert
und können nicht immer explizit dargestellt werden. Zu den impliziten Ko-
pulas gehört die Gauss-Kopula,

CGa
P (u1, . . . , ud) = ΦP (F−1

1 (u1), . . . , F−1
d (ud)),

wobei ΦP die multivariate Normalverteilung und F1, . . . , Fd die Randvertei-
lungen bezeichnen. Sie ist aus der multivariaten Normalverteilung extrahiert,
woher ihr Name rührt. Daher ist sie durch die Korrelationsmatrix ausrei-
chend parametrisiert. Die Gauss-Kopula besitzt keine explizite Darstellung.
Als Spezialfälle beinhaltet die Gauss-Kopula die Unabhängigkeit mit P = Id

und die Komonotonie der Zufallsvariablen, wenn P = Jd. Id bezeichnet die
d-dimensionale Einheitsmatrix, Jd die d-dimensionale Matrix, in der alle Ele-
mente 1 sind. Im bivariaten Falle d = 2 ist auch der Fall der Kontermono-
tonie mit dem Korrelationskoe�zienten ρ = −1 ein Spezialfall der Gauss-
Kopula.22 Die Gauss-Kopula interpoliert also im bivariaten Fall zwischen
perfekter positiver Abhängigkeit, Unabhängigkeit und perfekter negativer
Abhängigkeit der Zufallsvariablen. Der Parameter ρ drückt die Stärke der
Abhängigkeit aus.
Die Gauss-Kopula weist keine Tail-Abhängigkeiten auf.
Explizite Kopulas besitzen im Gegensatz zu impliziten Kopulas immer eine
explizite Darstellung. Die im Folgenden dargestellten Kopulas gehören zu
der Familie der archimedischen Kopulas.23 Alle Kopulas dieser Familie sind
darstellbar durch

C(u1, . . . , ud) = φ−1(φ(u1) + · · ·+ φ(ud)).

Dabei bezeichnet φ eine kontinuierliche, streng monoton fallende und kon-
vexe Funktion φ : [0, 1] → [0,∞] mit φ(1) = 0, die als Generator bezeichnet
wird.24

Die Gumbel-Kopula CGu
θ mit Generator

φ(t) = (− ln(t))θ mit θ ≥ 1

interpoliert zwischen Unabhängigkeit für θ = 1 und perfekter positiver Ab-
hängigkeit für θ →∞. θ drückt dabei die Stärke der Abhängigkeit aus. Die

22Kontermonotonie ist nur im bivariaten Falle möglich. Dies ist an einem dreidimen-
sionalen Beispiel schnell ersichtlich: Sei X1 eine Zufallsvariable, die nur positive Werte
annehmen kann. Seien weiter X2 = 1/X1 und X3 = e−X1 . O�ensichtlich sind (X1, X2)
und (X1, X3) kontermonoton. (X2, X3) ist aber ein komonotoner Zufallsvektor. Der Vektor
(X1, X2, X3) kann daher nicht kontermonoton sein. Für weitere Details und den Beweis
wird auf McNeil et al. (2005) verwiesen.

23Die bereits dargestellte Kopula für unabhängige Zufallsvariablen gehört ebenfalls der
archimedischen Familie an.

24Genaugenommen handelt es sich hier um einen strikten Generator und die archime-
dische Familie beinhaltet auch Kopulas mit nicht strikten Generatoren. Die hier darge-
stellten Kopulas haben einen strikten Generator im angegebenen Parameterbereich. Für
Einzelheiten wird auf McNeil et al. (2005) verwiesen.
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Gumbel-Kopula weist obere Tail-Abhängigkeiten mit λu = 2 − 21/θ, aber
keine untere Tail-Abhängigkeiten auf (λl = 0). Sie eignet sich damit für die
Modellierung asymmetrischer asymptotischer Abhängigkeitsstrukturen.
Der Generator

φ(t) =
1
θ
(t−θ − 1) mit θ ≥ 0

erzeugt die Clayton-Kopula CCl
θ . Auch sie interpoliert zwischen Unabhän-

gigkeit für θ → 0 und perfekter positiver Abhängigkeit mit θ → ∞. Wieder
drückt θ die Stärke der Abhängigkeit aus. Im Gegensatz zur Gumbel-Kopula
weist sie untere Tail-Abhängigkeit mit λl = 2−1/θ, aber keine obere Tail-
Abhängigkeit auf.
Die Frank-Kopula CFr

θ hat den Generator

φ(t) = − ln
(

e−θt − 1
e−θ − 1

)
mit θ ∈ R .

Durch sie kann eine symmetrische Abhängigkeitsstruktur ohne Tail-Abhängig-
keiten modelliert werden. Sie interpoliert ebenfalls abhängig von θ zwischen
Unabhängigkeit und perfekter positiver Abhängigkeit.
Zur Modellierung einer Abhängigkeitsstruktur mit Abhängigkeiten im un-
teren und oberen Flankenbereich eignet sich die Verallgemeinerte-Clayton-
Kopula CGC

θ,δ mit Generatorfunktion

φ(t) = θ−δ(t−θ − 1)δ mit θ ≥ 0, δ ≥ 1 .

Die Tail-Abhängigkeiten sind λu = 2 − 21/δ und λl = 2−1/(δθ). Es können
sowohl symmetrische als auch asymmetrische Tail-Abhängigkeiten modelliert
werden.

3.2.6 Praktische Anwendung und Kalibrierung

Nach Satz 3.2.2 ist eine multivariate Verteilung mit kontinuierlichen Rän-
dern durch ihre Kopula und ihre Randverteilungen eindeutig bestimmt. Der
Korrelationskoe�zient nach Bravais-Pearson hängt von den Randverteilun-
gen und der Kopula ab, während die Rangkorrelationskoe�zienten und die
Koe�zienten der Tail-Abhängigkeit nur von der Kopula der multivariaten
Verteilung abhängen. Anzumerken ist, dass keiner der Koe�zienten allein
ausreicht, um eine multivariate Verteilung gemeinsam mit den Randvertei-
lungen zu beschreiben.
Während sich die Randverteilungen der einzelnen Risikoklassen im prakti-
schen Fall noch relativ einfach schätzen lassen, liegen fast keine Informatio-
nen über die gemeinsame Verteilung vor. Aufgrund dieser Problematik wird
meist a priori eine Kopula nach plausiblen Annahmen festgelegt, die im An-
schluss mit den vorliegenden Daten kalibriert wird. Üblicherweise greift man
auf die expliziten archimedischen Kopulas zurück. Tabelle 3.1 fasst die im
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Tabelle 3.1: Eigenschaften ausgewählter Kopulas
Kopula Untere Obere Symmetrisch

Tail-Abhängigkeit Tail-Abhängigkeit
Gumbel Nein Ja Nein
Clayton Ja Nein Nein
Frank Nein Nein Ja
Ver. Ja Ja Beliebig
Clayton

letzten Abschnitt vorgestellten archimedischen Kopulas und die für die Wahl
relevanten Eigenschaften zusammen.
Hinweise, ob Tail-Abhängigkeiten vorliegen und ob diese symmetrischer oder
asymmetrischer Natur sind, kann der sogenannte χ-Plot nach Fischer und
Switzer (2001) geben. Die Beobachtungen (x1, y1), . . . , (xn, yn) werden als
Stichprobe der gemeinsamen Verteilung H zweier Zufallsvariablen X und Y
angesehen. Für jede Beobachtung (xi, yi) werden

Hi =
1

n− 1

∑
i6=j

1{xj≤xi,yj≤yi}

Fi =
1

n− 1

∑
i6=j

1{xj≤xi}

Gi =
1

n− 1

∑
i6=j

1{yj≤yi}

und
Si = sign{(Fi − 1/2)(Gi − 1/2)}

bestimmt. Der χ-Plot (λi, χi) ergibt sich aus

λi = 4Si max{(Fi − 1/2)2, (Gi − 1/2)2}

und

χi =
Hi − FiGi√

Fi(1− Fi)Gi(1−Gi)
.

λi kann als Abstand der Beobachtung i zum Median der Verteilung H inter-
pretiert werden. Die λ-Werte sind auf dem Intervall [−1, 1] normiert. Sind X
und Y unabhängig, so sind die durch λi ausgedrückten Abstände eine Stich-
probe einer auf [−1, 1] gleichverteilten Zufallsvariable. Bei positiver Kor-
relation der Zufallsvariablen X und Y konzentrieren sich die λ-Werte im
positiven Bereich; für negativ korrelierte Zufallsvariablen ergibt sich eine
Konzentration im negativen Bereich.
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Für ein festes i misst χi die Korrelation der binären Variablen

Xi,j =
{

1 fürXj ≤ Xi ,
0 sonst

und

Yi,j =
{

1 fürYj ≤ Yi ,
0 sonst.

Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhängig, so haben die zu χi gehörigen
Zufallsvariablen den Erwartungswert 0. Entsprechend spricht für die Unab-
hängigkeit der Zufallsvariablen, wenn ein groÿer Teil, z.B. 95%, der Punkte
des χ-Plot im Bereich nahe der horizontalen Achse liegen. Während starke
Abweichungen in den positiven Bereich für positive Abhängigkeit zwischen X
und Y spricht, deuten Abweichungen in den negativen Bereich auf negative
Abhängigkeiten hin.
In Abwesenheit von Tail-Abhängigkeiten, ist χ → 0 für λ → −1 und λ → 1
zu erwarten. Weisen die empirischen χi dieses Verhalten nicht auf, deutet
dies auf das Vorliegen von Tail-Abhängigkeiten hin (vgl. Abberger 2005).
Um auf die Symmetrie der Tail-Abhängigkeit zu schlieÿen, werden zwei wei-
tere χ-Plots erstellt, die nur Beobachtungen enthalten, die im unteren bzw.
oberen Ende der Verteilung liegen. Im Falle komonotoner Zufallsvariablen
werden jeweils nur die Beobachtungen betrachtet, für die beide Zufallsva-
riablen unter- bzw. oberhalb des Medians liegen. Für kontermonotone Zu-
fallsvariablen erstellt man χ-Plots separat mit Beobachtungen, für die die
eine Zufallsvariable unter- und die andere oberhalb des Medians liegen und
umgekehrt.

Im Anschluss an die Wahl der Kopula werden die Parameter der Kopula über
die empirischen Daten geschätzt. Die Parameter können über die Momenten-
methode, die ML-Methode oder die IFM-Methode geschätzt werden.
In der Momentenmethode werden die empirischen Schätzwerte der Rangkor-
relationskoe�zienten in die Formel zur Bestimmung der theoretischen Koe�-
zienten der Kopula eingesetzt und diese nach den Parametern aufgelöst. Dies
hat den Vorteil, dass die Schätzung ohne Berücksichtigung der Randvertei-
lungen erfolgt und die Dichte der Kopula nicht benötigt wird. Beide Rang-
korrelationskoe�zienten können dabei verwendet werden. Die Wahl hängt
davon ab, welche Kopula verwendet wird und wie leicht die Koe�zienten
bestimmt werden können. Für archimedische Kopulas bietet sich Kendalls τ
an, da es direkt aus der Generatorfunktion bestimmt werden kann.
Sind X1 und X2 kontinuierliche Zufallsvariablen mit einer eindeutigen archi-
medischen Kopula mit Generator φ, dann bestimmt sich Kendalls τ zu

τ(X1, X2) = 1 + 4
∫ 1

0

φ(t)
φ′(t)

dt.25

25Vgl. Cherubini et al. (2005).
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Tabelle 3.2 sind die Werte für die dargestellten archimedischen Kopula zu
entnehmen.

Tabelle 3.2: Kendalls τ archimedischer Kopulas
Kopula Kendalls Tau τ

Gumbel CGu
θ 1− 1/θ

Clayton CCl
θ θ/(θ + 2)

Frank CFr
θ 1− 4θ−1

(
1− θ−1

∫ θ
0

t
et−1dt

)
Verallgemeinerte
Clayton CGC

θ,δ

(2+θ)δ−2
(2+θ)δ

Quelle: McNeil et al. (2005)

Um für die ML-Methode die Likelihood-Funktion aufzustellen, wird die Dich-
te der angenommenen Kopula benötigt. Während nicht für jede Kopula eine
Dichte existiert, besitzen die dargestellten Kopulas Dichtefunktionen. Für
die beschriebenen expliziten Kopulas lässt sich die Dichte nach

c(u1, . . . , ud) =
∂C(u1, . . . , ud)

∂u1 · · · ∂ud

bestimmen. Für implizite Kopulas einer kontinuierlichen gemeinsamen Ver-
teilung mit Dichte f und streng monoton wachsenden, kontinuierlichen Rand-
verteilungen F1, . . . , Fd mit den Dichten f1, . . . , fd ergibt sich die Dichte der
Kopula zu

c(u1, . . . , ud) =
f(F−1

1 (u1), . . . , F−1
d (ud))

f1(F−1
1 (u1)) · · · fd(F−1

d (ud))
.

Die ML-Methode bestimmt die Parameter der Randverteilungen gleichzeitig
mit den Parametern der Kopula. Sie sind im Parametervektor θ zusammen-
gefasst. Aus der Dichte der Kopula c, den Randverteilungen F1, . . . , Fd und
den zugehörigen Dichten f1, . . . , fd wird die log-Likelihood-Funktion für die
Beobachtungen (x11, . . . , x1d), . . . , (xn1, . . . , xnd)

l(θ) =
n∑

i=1

ln[c(F1(xi1, . . . , Fd(xid))] +
n∑

i=1

d∑
j=1

ln[fj(xij)]

gebildet und über θ maximiert.
Da die gleichzeitige Bestimmung der Parameter der Randverteilungen und
der Kopula sehr rechenaufwändig ist, wird die Schätzung meist in zwei Schrit-
te unterteilt. Im ersten Schritt werden die Parameter der Randverteilungen
bestimmt und erst im zweiten Schritt die Parameter der Kopula. Diese Me-
thode heiÿt inference for the margins, kurz IFM-Methode.
Aus den empirischen Daten und den geschätzten Randverteilungen wird
eine Pseudo-Stichprobe gebildet, über die die Parameter der Kopula be-
stimmt werden. Bezeichnen F̂1, . . . , F̂d die geschätzten Randverteilung und
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xi = (xi1, . . . , xid)′ mit i = 1, . . . , n die empirischen Beobachtungen, so erhält
man die Pseudo-Stichprobe durch

ui = (ui1, . . . , uid)′ = (F̂1(xi1), . . . , F̂d(xid))′ .

Der Parameterschätzer θ̂c der Kopula bestimmt sich über die Maximierung
der log-Likelihood-Funktion

l(θc) =
n∑

i=1

ln(cθc(ui)) .

Von Vorteil der ML- und der IFM-Methode ist, dass die Modellgüte ver-
schiedener Kopulas über einen ML-Verhältnistest bzw. über den Vergleich
der sich ergebenden Likelihood-Werte bewertet werden kann.
Für bivariate archimedische Kopulas kann die Güte des Modells alternativ
über die unbeobachtete Zufallsvariable Z = F (X1, X2) bewertet werden.
Nach Genest und Rivest (1993) ergibt sich die Verteilung K eindeutig mit
der Generatorfunktion φ aus

K(z) = z − φ(z)
φ′(z)

.

Für die Beobachtungspaare (x11, x12), . . . , (xn1, xn2) kann die Verteilung über

K̂(z) =
1
n

n∑
i=1

1{ϑi≤z}

mit

ϑi =
1

n− 1

n∑
j=1

1{xj1<xi1,xj2<xi2}

geschätzt werden.
Verschiedene Kopulas können nun über die Distanz zwischen der nicht-para-
metrischen Schätzung und der parametrisch aus der (angepassten) Kopula
bestimmten Verteilung verglichen werden. Frees und Valdez (1998) schlagen
dazu vor, die Verteilungen in QQ-Plots gegenüberzustellen und diese für
verschiedene Kopulas zu vergleichen.
Sind die Kopula und ihre Parameter geschätzt, kann im Anschluss über Si-
mulationsverfahren die Verteilung der Schäden mehrerer Risiken bestimmt
werden. Über den im Folgenden dargestellten Algorithmus wird eine Realisa-
tion der Kopula simuliert und im Anschluss über die Quantilsfunktionen der
Randverteilungen in eine Realisation der multivariaten Verteilung überführt.
Der folgende Algorithmus simuliert eine d-dimensionale Kopula C:

1. De�niere Ck(u1, . . . , uk) = C(u1, . . . , uk, 1, . . . , 1),

2. generiere p1, . . . , pd unabhängige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen,
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3. setze u1 = p1,

4. für k = 2, . . . , d, bestimme uk aus

pk = Ck(uk|u1, . . . , uk−1) = P (Uk ≤ uk|U1 = u1, . . . , Uk−1 = uk−1)

= ∂k−1Ck(u1,...,uk)
∂u1···∂uk−1

/
∂k−1Ck−1(u1,...,uk−1)

∂u1···∂uk−1
.

Der dargestellte Algorithmus ist sehr rechenaufwändig. Für einzelne Kopu-
las existieren e�zientere Algorithmen, auf die nach Festlegung der Kopula
zurückgegri�en werden kann. Beispiele �nden sich in McNeil et al. (2005)
oder Frees und Valdez (1998).
Aus der Realisation u1, . . . , ud der Kopula wird die Realisation
F−1

1 (u1), . . . , F−1
d (ud) der gemeinsamen Verteilung bestimmt. Nach vielfa-

cher Wiederholung kann aus den Simulationsergebnissen die gemeinsame
Verteilung der Verluste über die empirische Verteilung approximiert wer-
den. Soll die Gesamtschadenverteilung der Risiken geschätzt werden, wird
aus jeder Realisation eines Simulationslaufes der aggregierte Schaden s =
F−1

1 (u1)+· · ·+F−1
d (ud) bestimmt. Über die empirische Verteilung der aggre-

gierten Schäden kann dann die Gesamtschadenverteilung geschätzt werden.
Das Vorgehen entspricht dabei den in Abschnitt 3.1.3 dargestellten Verfah-
ren.

In der Praxis müssen viele Risikoklassen mit unterschiedlichen Abhängig-
keitsstrukturen zu einer Gesamtschadenverteilung der Bank aggregiert wer-
den. Alexander (2003b) schlägt dazu die paarweise Zusammenführung der
Risiken über jeweils geeignete Kopulas vor. Für je zwei Risiken mit den Ver-
lusten X und Y wird eine geeignete Kopula C mit Dichte c kalibriert und die
Dichte k der Summe der Verluste Z = X +Y bestimmt. Dies kann entweder
über das zuvor dargestellte Simulationsverfahren oder über das Faltungsin-
tegral

k(z) =
∫

x
h(x, z − x)dx =

∫
y
h(z − y, y)dy

erfolgen. Die multivariate Dichte h ergibt sich aus der kanonischen Darstel-
lung

h(x, y) = c(Fx(x), Fy(y))fx(x)fy(y) .26

Dabei bezeichnen Fx und Fy die Randverteilungen und fx und fy die zuge-
hörigen Dichten.
Im nächsten Schritt wird ein weiteres Risiko mit Verlust J hinzugefügt. Dazu
wird eine Kopula für die Zufallsvariablen Z = X + Y und J über die vor-
liegenden empirischen Daten kalibriert und wieder die gemeinsame Dichte
bestimmt. Iterativ wird so die gemeinsame Dichte aller Risiken bestimmt,
über die die Gesamtschadenverteilung der Bank bestimmt werden kann. Aus

26Vgl. Cherubini et al. (2005)
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dieser kann dann der VaR oder ein anderes Risikomaÿ auf Ebene aller Be-
reiche und Risiken der Bank bestimmt werden.
Ein Beispiel aus der Praxis, in dem Kopulas zur Bestimmung der Kapitalan-
forderung für operationelle Risiken eingesetzt werden, �ndet sich in Chapelle
et al. (2005).

3.3 Kausalmodelle

Verlustverteilungsansätze quanti�zieren Risiken vor allem auf Basis histori-
scher Daten, und es wird versucht, zukunftsgerichtete Elemente wie Faktoren
des Risiko- und Kontrollumfelds einzubinden. Der Fokus von Kausalmodellen
liegt in den Ursachen von Verlusten, den Risikotreibern. Die Treiber werden
über einen oder mehrere messbare Risikoindikatoren beschrieben, um sie in
den Modellen handhaben zu können. Risikotreiber können z.B. die Anzahl
und Erfahrung der Mitarbeiter, Transaktionsvolumina oder die Qualität von
Prozessabläufen sein. Einzelne Treiber wie die Mitarbeiterzahl besitzen di-
rekte Indikatoren, während andere wie die Erfahrung über abgeleitete In-
dikatoren, etwa die durchschnittliche Berufserfahrung, beschrieben werden
müssen. Zu beachten ist, dass ein Indikator für verschiedene Risikotreiber
und ein Risikotreiber für verschiedene Risiken unterschiedliche Interpreta-
tionen besitzen können.
Ziel der Kausalmodelle ist es, den Zusammenhang zwischen entstandenen
operationellen Verlusten und den Risikotreibern herzustellen. Gelingt dies,
ist eine zukunftsgerichtete Quanti�zierung der Risiken möglich. Von gröÿe-
rer Bedeutung sind Kausalmodelle allerdings im Risikomanagement, da dort
ein genaues Verständnis der Verlustursachen von entscheidender Bedeutung
ist. Ziel der Modelle ist daher oft nicht eine Quanti�zierung des Risikos,
sondern ein Verständnis der Ursachen, um Managemententscheidungen zu
unterstützen.
Kritisch ist neben der erforderlichen Identi�zierung potentieller Risikotreiber
die Kalibrierung der Modelle, d.h. die Quanti�zierung des Zusammenhangs
zwischen Treibern und Verlusten. Mit den kurzen Datenhistorien von opera-
tionellen Verlusten, die zur Zeit vorliegen, ist eine verlässliche Kalibrierung
nahezu unmöglich. Daher sollten Ergebnisse der Kausalmodelle mit groÿer
Vorsicht interpretiert werden.
Hartung (2003) weist darauf hin, dass zur Ableitung einer Ursache-Wirkungs-
beziehung mindestens ein Verlustereignis in der Vergangenheit aufgetreten
sein muss. Die Problematik, dass neuartige Risiken nahezu unmöglich in die
Modellierung einbezogen werden können, bleibt also bestehen.
In den folgenden Abschnitten wird zunächst die lineare Regression erläutert,
bevor auf neuronale Netze und Bayes-Netzwerke näher eingegangen wird.
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3.3.1 Lineare Regressionsmodelle

Die multiple lineare Regression ist ein Modell, in dem eine beobachtete Va-
riable Yt durch mehrere ebenfalls beobachtete erklärende Variablen, die Re-
gressoren Xt,1, . . . , Xt,k, über den Zusammenhang

Yt = α0 + α1Xt,1 + · · ·+ αkXt,k + εt

erklärt wird. Die Residuen εt stellen die nicht erklärten Anteile dar und
werden zur Bestimmung der Parameter α0, . . . , αk minimiert. Dazu können
verschiedene Verfahren verwendet werden. Das gängigste ist die Methode
kleinster Quadrate (OLS). Für n Beobachtungen ergeben sich die Parameter
aus

min
α0,...,αk

n∑
t=1

(
Yt −

k∑
i=0

αiXt,i

)2

.

Es wird die Annahme getro�en, die Residuen seien idd normalverteilt und
hingen nicht systematisch voneinander ab. Eine solche Abhängigkeit, die Au-
tokorrelation, liegt dann vor, wenn die Residuen fester Zeitabstände mitein-
ander korrelieren. Die OLS-Schätzer sind in diesem Fall erwartungstreu, aber
nicht e�zient, da der Standardfehler unterschätzt wird. Eine Überprüfung
auf Autokorrelation kann über den Durbin-Watson-Test erfolgen. Allerdings
ist er nicht geeignet, wenn die erklärte Variable einer Vorperiode als Regres-
sor einer späteren Periode modelliert wird. In diesem Fall sollte stattdessen
der h-Test von Durbin Verwendung �nden (vgl. Albers und Skiera 1998).
Das Modell kann über die Cochrane-Orcutt-Methode an Autokorrelationen
angepasst werden (vgl. Cruz 2002). Alternativ kann versucht werden, durch
Hinzunahme zusätzlicher Regressoren die Autokorrelation zu beheben.
Ist die Varianz der Residuen nicht konstant, liegt Heteroskedastizität vor.
Auch hier ist die OLS-Schätzung nicht e�zient, wenn auch unverzerrt. Durch
Hinzunahme zusätzlicher Regressoren oder Transformation der Variablen
kann versucht werden, die Heteroskedastizität zu beheben. Da bei Verwen-
dung der OLS-Methode implizit Perioden mit höherer Varianz der Residuen
stärker gewichtet werden, kann in diesem Fall die Methode gewichteter kleins-
ter Quadrate (WLS) Abhilfe scha�en. Die Testverfahren von Breusch-Pagan
und White können Aufschluss über das Vorliegen von Heteroskedastizität
geben (vgl. Albers und Skiera 1998).
Die Annahme der Normalverteilung der Residuen ist für die Signi�kanz-
prüfung des Modells von Bedeutung. Zur Überprüfung wird die Hypothese
getestet, dass die Regressionskoe�zienten gleich 0 sind. Die Teststatistik ist
die sogenannte F -Statistik

F =
n− k − 1

k

(∑n
t=1(Yt − Y )2∑n

t=1 ε2t
− 1
)

.

n bezeichnet dabei den Stichprobenumfang und k die Anzahl der erklärenden
Variablen. Y bezeichnet den Mittelwert der zu erklärenden Variablen.
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Die F -Statistik folgt der F -Verteilung mit k und n− k − 1 Freiheitsgraden,
über die die Signi�kanzprüfung erfolgt. Zusätzlich sollte die Signi�kanz jedes
Koe�zienten über die t-Statistik

ti =
αi√∑n

t=1 εt/(n− 2)
,

die der t-Verteilung mit n− k − 1 Freiheitsgraden folgt, überprüft werden.
Die Güte eines einfachen linearen Regressionsmodells kann über das Be-
stimmtheitsmaÿ

R2 = 1−
∑n

t=1 εt∑n
t=1(Yt − Y )2

bewertet werden. Es ist auf [0, 1] normiert und kann als der Anteil der Varianz
der erklärten Variable interpretiert werden, der durch das Modell erklärt
wird. Je gröÿer R2, desto höher ist die Modellgüte.
In multiplen Regressionsmodellen muss das Bestimmtheitsmaÿ angepasst
werden, da es mit der Einbindung jeglicher zusätzlicher Regressoren steigt.
Das angepasste Bestimmtheitsmaÿ R

2
ist für k Regressoren und n Daten-

punkte durch

R
2 = 1− n− 1

n− k
(1−R2)

gegeben. Zu bemerken ist, dass R
2
im Gegensatz zum gewöhnlichen Be-

stimmtheitsmaÿ nicht auf [0, 1] normiert ist und auch negative Werte anneh-
men kann. Die natürliche Interpretation des einfachen Bestimmtheitsmaÿes
ist nicht mehr gegeben.
Wird das angepasste Bestimmtheitsmaÿ zum Vergleich der Güte mehrerer
Modelle verwendet, werden Modelle mit einer höheren Anzahl an Regres-
soren bevorzugt. Daher �nden andere Kriterien zur Beurteilung der Güte
Anwendung. Ein bekanntes Maÿ, das eine Erhöhung der Regressorenzahl
stärker bestraft, ist das Akaike Informationskriterium AIC. Das AIC ergibt
sich aus

AIC =
∑n

t=1 ε2t
n

e2k/n .

Bei sehr groÿen Stichproben werden unter Verwendung des AIC ebenfalls
Modelle mit vielen erklärenden Variablen bevorzugt. In diesem Fall emp�ehlt
sich daher das Bayes'sche Informationskriterium von Schwarz SBC:

SBC =
∑n

t=1 ε2t
n

nk/n .

Im Bezug auf operationelle Risiken stellt die zu erklärende Variable Yt opera-
tionelle Verluste und die Regressoren Xt,1, . . . , Xt,k Faktoren der Geschäfts-
und Kontrollumgebung einer Periode dar. Wichtig dazu ist die Erhebung der
Verluste mit den erklärenden Faktoren zum Zeitpunkt der Entstehung.
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Problematisch ist die Erfassung aller relevanten Regressoren. Hierbei können
zwei Ansätze verfolgt werden: Bei der vorwärts gerichteten Regression wird
zunächst der Regressor in das Modell aufgenommen, der den höchsten Erklä-
rungsbetrag liefert. Danach wird der Regressor in das Modell aufgenommen,
der unter den verbliebenen potentiellen Regressoren den maximalen Erklä-
rungsbeitrag liefert. Sukzessiv werden auf diese Weise Regressoren hinzu-
gefügt, bis der maximale Beitrag der verbliebenen Regressoren insigni�kant
wird.
In der rückwärts gerichteten Regression werden zunächst alle möglichen Re-
gressoren in das Modell aufgenommen. Danach werden die insigni�kanten
Regressoren mit den kleinsten Erklärungsbeiträgen sukzessiv aus dem Mo-
dell entfernt. Das Verfahren bricht ab, wenn der minimale Erklärungsbeitrag
der Regressoren signi�kant wird.
Bei der Auswahl der Regressoren ist auf Multikollinearität zu achten. Mul-
tikollinearität liegt vor, wenn die Regressoren untereinander linear abhängig
sind. Schwache Multikollinearität tritt in den meisten Regressionsanalysen
auf und ist unproblematisch. Die OLS-Schätzwerte sind nach wie vor unver-
zerrt und e�zient. Bei starken Abhängigkeiten unter den Regressoren kann
die Varianz der Schätzer aber sehr groÿ werden, so dass geringe Änderungen
der Daten starke Änderungen der Schätzwerte hervorrufen.
Im Falle von Multikollinearität können Regressoren mit niedrigen Signi�-
kanzniveaus fälschlicherweise als insigni�kant angenommen werden. Daher
kann ein hohes Bestimmtheitsmaÿ R2 in Verbindung mit niedrigen Signi�-
kanzniveaus einzelner Regressoren auf Multikollinearität hindeuten. Abhän-
gigkeiten zwischen zwei erklärenden Variablen drücken sich in hohen Korre-
lationen aus und können über die Korrelationsmatrix erkannt werden. An-
dere Abhängigkeiten werden durch Regressionen sichtbar, in denen je eine
erklärende Variable durch die übrigen Regressoren erklärt wird. Hohe Be-
stimmtheitsmaÿe dieser Regressionen lassen auf Kollinearitäten der Regres-
soren schlieÿen.27

Multikollinearität kann durch Auslassen einer oder mehrerer abhängiger Re-
gressoren begegnet werden. Alternativ können durch eine Faktorenanaly-
se abhängige Regressoren zu einer Variablen zusammengefasst werden (vgl.
Cruz 2002). Die Analyse der Abhängigkeiten potentieller Regressoren spielt
bei der Modellierung eine entscheidende Rolle. So kann eine Vielzahl von er-
klärenden Faktoren des Geschäfts- und Kontrollumfeldes auf eine handhab-
bare Menge reduziert werden. Eine weitere Alternative, vorliegender Multi-
kollinearität zu begegnen, kann die Ridge-Regression bieten. Dabei ist fall-
weise zu überprüfen, ob das Verfahren sinnvolle Ergebnisse liefert.
Vor der Regression sollte die Datengrundlage auf Ausreiÿer hin untersucht

27Oft werden alternative Maÿe für Multikollinearität verwendet. Ein hohes Bestimmt-
heitsmaÿ führt zu einer niedrigen Toleranz T = 1 − R2 der Variablen und einem hohen
Varianzin�ationsfaktor V IF = 1/T .
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werden, die weit von den sonstigen Datenpunkten entfernt liegen. Solche
Punkte können das Ergebnis verfälschen und sollten daher vor der Regres-
sion gestrichen werden. Ausreiÿer können graphisch oder durch statistische
Verfahren wie der Distanz von Cook oder Mahalanobis erkannt werden.
Nach der Regressionsanalyse geben die Koe�zienten Aufschluss über den
Ein�uss der Regressoren auf die erklärte Variable. Im Falle operationeller
Verluste können die Koe�zienten monetär bewertet werden. Zum Vergleich
des Ein�usses verschiedener Regressoren sollten die Koe�zienten standar-
disiert oder Elastizitäten betrachtet werden, da die erklärenden Variablen
sich oft nicht direkt vergleichen lassen (vgl. Albers und Skiera 1998). Die
standardisierten Koe�zienten sind durch

ai = αi
σ̂Xk

σ̂Y

gegeben. Die Elastizität ist de�niert als

ηXi,Y =
∂Y

∂Xi
· Xi

Y
.

Die Schätzwerte der Korrelationskoe�zienten sind normalverteilt. Da ihre
Varianz geschätzt werden muss, können über die t-Verteilung Kon�denzin-
tervalle gebildet werden.
Eine Prognose zukünftiger Verluste ist durch die Prognose der Regresso-
ren und Anwendung der Regressionsgleichung möglich. Der Prognosewert ist
ebenfalls normalverteilt. Da auch hier die Varianz geschätzt werden muss,
können Kon�denzintervalle über die t-Verteilung ermittelt werden.
Abschlieÿend sei erwähnt, dass nicht-lineare, multiplikative Zusammenhänge
durch Logarithmieren in ein lineares, additives Modell überführt und wie
dargestellt behandelt werden können.

3.3.2 Neuronale Netzwerke

Neuronale Netzwerke sind der Struktur des Gehirns nachempfunden. Neu-
ronen sind im Gehirn in dichten Netzwerken miteinander verbunden. Sie
empfangen Informationen von der Umwelt oder anderen Neuronen und ge-
ben sie wiederum an andere Neuronen oder die Umwelt ab. In künstlichen
neuronalen Netzwerken stellen die Knoten die Neuronen dar. Sie werden auch
als Einheiten oder Units bezeichnet.
Es werden drei Arten von Neuronen unterschieden: Input-Knoten, die Signale
der Umwelt empfangen, Output-Knoten, die Informationen an die Umwelt
abgeben, und Hidden-Knoten, die sich zwischen Input- und Output-Knoten
be�nden.
Verbindungen zwischen den Neuronen werden durch gerichtete Kanten dar-
gestellt. Der Ein�uss eines Neurons auf einen Nachfolger wird über ein Ge-
wicht modelliert, das die Stärke der Verbindung ausdrückt.
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Der Eingangsvektor x = (x1, . . . , xn) stellt die Signale dar, die ein Neu-
ron von seinen Vorgängern erhält. Diese werden mit den Gewichten w =
(w1, . . . , wn) multipliziert und zur Eingabe der Zelle summiert.
Die Eingabe wird über eine Aktivierungsfunktion in ein Signal, die Netzein-
gabe des Neurons, überführt, das an nachfolgende Neuronen bzw. die Umwelt
weitergeleitet wird. Als Aktivierungsfunktion kommen verschiedenste mo-
noton steigende Funktionen in Frage. Häu�ge Aktivierungsfunktionen sind
Schwellenwertfunktionen, die bei Überschreitung eines Schwellenwertes den
Wert der Netzeingabe und ansonsten den Wert 0 annehmen, stückweise li-
neare Funktionen, die unterhalb und oberhalb eines Intervalls je einen festen
Wert annehmen, oder sigmoide Funktionen, die eine S-förmige Gestalt auf-
weisen. Sie nähern sich asymptotisch den Intervallgrenzen des Zielbereichs
an. Vor allem sind sigmoide Funktionen di�erenzierbar und erfüllen damit
die Anforderung des später erläuterten Backpropagation-Verfahrens.
Zwei Beispiele sollen die Thematik erläutern. Die Aktivierungsfunktionen
der Input-Knoten sind binär. Sie nehmen für FALSCH den Wert 0 und für
WAHR den Wert 1 an. Die übrigen Aktivierungsfunktionen sind Schwellen-
wertfunktionen. Die Schwellenwerte sind in den Knoten gegeben. Die Ge-
wichte sind auf den Kanten aufgetragen. Die Ausgabe des Output-Knotens
ist ebenfalls binär, wobei hier WAHR durch positive und FALSCH durch ne-
gative Werte ausgedrückt werden. Abbildung 3.1 zeigt die Modellierung einer
einfachen ODER-Verknüpfung. Die Netzeingabe x3 des Output-Knoten, die
Ausgabe des Netzwerks, ergibt sich aus den Eingaben der Input-Knoten x1

und x2 und den Gewichten w1 = w2 = 1 zu

x3 = w1x1 + w2x2 = x1 + x2 .

Nimmt einer der Input-Knoten oder nehmen beide den Wert 1 an, so wird
der Schwellenwert von 0, 5 überschritten und die positive Netzeingabe x3

wird an die Umwelt weitergegeben.

Abbildung 3.1: Neuronales Netzwerk für eine ODER-Verknüpfung
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Abbildung 3.2 zeigt die Modellierung einer Entweder-Oder-Verknüpfung. Das
Netz enthält einen Hidden-Knoten, dessen Schwellenwert von 1, 5 dann über-
schritten wird, wenn beide Input-Knoten WAHR sind, also den Wert 1 an-
nehmen. Durch die Gewichtung der Verknüpfung des Hidden-Knotens mit
dem Output-Knoten von −2 ist die Netzeingabe des Outputknoten in diesem
Fall 0. Ansonsten gleicht die Modellierung der zuvor beschriebenen ODER-
Verknüpfung.

Abbildung 3.2: Neuronales Netzwerk für eine Entweder-Oder-Verknüpfung

Über neuronale Netzwerke lassen sich komplexe Zusammenhänge auch nicht-
linearer Natur modellieren. Von entscheidender Bedeutung ist dabei, dass
über die Zusammenhänge im Vorfeld keine Annahmen getro�en werden müs-
sen. In der Modellierungsphase werden nur Knoten und Informations�üsse
sowie Anfangswerte für die Gewichte festgelegt.
Im Anschluss wird das Netzwerk in einem Lernprozess gemäÿ einer Lernvor-
schrift verändert. Die häu�gste Form ist die Veränderung der Gewichte der
Verbindungen und der Schwellenwerte. Auch eine Änderung der Netzwerk-
Topologie durch Hinzufügen oder Löschen von Knoten oder Verbindungen
sind in fortgeschritteneren Verfahren möglich.
In der Backpropagation werden die Schwellenwerte über spezielle Neuronen
ebenfalls als Gewichte modelliert. Für verschiedene Muster, die die Einga-
ben und die gewünschten Ausgaben vorgeben, werden in einem rückwärtsge-
richteten Prozess die Gewichte so angepasst, dass der mittlere quadratische
Fehler minimiert wird.
Nach der Lernphase kann das Netzwerk zur Prognose verwendet werden. Im
Falle operationeller Risiken werden Risiko- und Geschäftsumfeldfaktoren als
Input-Knoten und die operationellen Verluste als Output-Knoten modelliert.
Der Vorteil neuronaler Netze ist die hohe Anpassungsfähigkeit, die eine Mo-
dellierung nicht-linearer Zusammenhänge und Abhängigkeiten der Variablen
erlaubt, ohne dass diesbezüglich Annahmen getro�en werden müssen. In der
Modellierungsphase muss nur eine grobe Auswahl der Input-Knoten erfolgen.
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Desweiteren liefern die Netze auch bei verunreinigten oder unvollständigen
Daten gute Ergebnisse.
Problematisch ist die für die Lernphase notwendige groÿe Anzahl von Mus-
tern. In der Praxis werden Modelle mit einer groÿen Anzahl von meist hun-
derten Neuronen verwendet. Die kurzen Datenhistorien operationeller Ver-
luste und der zugehörigen Faktoren des Geschäfts- und Kontrollumfeldes
werden für die selbstständige Kalibrierung in naher Zukunft nicht ausrei-
chen. Auch werden schwerwiegende Verlustereignisse, die nur selten auftre-
ten, nicht ausreichend erfasst. Daher sind neuronale Netzwerke nicht für die
Bestimmung einer Kapitalanforderung geeignet und werden von den Auf-
sichtsbehörden als solche nicht genehmigt (vgl. Cruz 2002).
Die komplexe und wenig transparente Kalibrierung gröÿerer Netzwerke er-
laubt keine Rückschlüsse auf den Ein�uss der Input-Knoten auf die Ausgabe
des Netzes. Daher sind sie auch für die Gewinnung von Erkenntnissen über
die Ursachen operationeller Verluste für das Risikomanagement ungeeignet.

3.3.3 Bayes-Netzwerke

Ein Bayes-Netzwerk ist ein gerichteter, azyklischer Graph, in dem die Abhän-
gigkeiten der Risikotreiber und des Risikos über mehrere Ebenen abgebildet
werden. In den Knoten werden Zufallsvariablen modelliert, deren Abhängig-
keiten in den Kanten zum Ausdruck kommen. Die modellierten Zufallsvaria-
blen müssen diskreten Verteilungen folgen oder einer diskreten oder konti-
nuierlichen parametrischen Familie angehören, deren Parameter gemäÿ dem
Bayes'schen Verständnis selbst Zufallsvariablen sind. Die Zufallsvariablen der
Anfangsknoten bilden die Risikotreiber ab. Sie werden über weitere Knoten
mit dem oder den Endknoten verbunden, die in Form von Risikoindikatoren
das Risiko widerspiegeln. Hier liegt der Vorteil der Bayes-Netzwerke gegen-
über Regressionsmodellen, in denen nur direkte Abhängigkeiten modelliert
werden können. Im Vergleich zu neuronalen Netzen bilden die Abhängigkei-
ten das Verständnis der Wirklichkeit des Modellierers ab und stellen nicht
nur Informations�üsse im Prozess der Schlussfolgerung dar (vgl. Adusei-Poku
2005).
Im ersten Schritt wird ein Prozess in Aktivitäten zerlegt und für jede Aktivi-
tät mögliche Abhängigkeiten, Risiken und Risikofaktoren bestimmt. Aus der
resultierenden Liste wird der Prozess mit den wichtigen Variablen als Knoten
über ein Netzwerk modelliert. Im Anschluss folgt die Validierung der model-
lierten Struktur. Typischerweise werden Verlusthäu�gkeit und Verlusthöhe
in getrennten Netzen als Endknoten modelliert. Die Abhängigkeiten werden
über die bedingten Wahrscheinlichkeiten zum Vorgängerknoten modelliert.
Im zweiten Schritt müssen die (unbedingten) Verteilungen der Anfangskno-
ten und die bedingten Wahrscheinlichkeiten der restlichen Knoten von Ex-
perten oder aus vorliegenden Daten geschätzt werden.
Über das Bayes'sche Theorem können nun sukzessiv alle unbedingten Wahr-
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scheinlichkeiten in den Knoten errechnet werden. Vor allem von Interesse
sind die unbedingten Verteilungen der Endknoten.
Zusätzlich können Szenarien erstellt werden, indem die Variable eines Kno-
tens �xiert oder die Verteilung der Zufallsvariablen verändert wird. Zum
Beispiel kann eine zusätzliche Kontrolle die Wahrscheinlichkeiten eines Ri-
sikofaktors in einem Knoten ändern. Die Auswirkungen auf den Endknoten
sind nach erneuter Berechnung der Wahrscheinlichkeiten im Netzwerk sicht-
bar. Verschiedene Kontrollen können auf ihre E�ektivität hin geprüft werden.
Ebenfalls können Aussagen darüber getro�en werden, welche Situationen zu
einem Zustand des Endknotens führen. Dazu wird der Zustand des Endkno-
tens �xiert und die a posteriori-Verteilungen der Vorgängerknoten bestimmt.
Auf diese Weise lassen sich Eskalationsstufen der Vorgängerknoten ermitteln,
die das Einschreiten verschiedener Managementebenen hervorrufen.
Um eine Kostenfunktion erweitert, entsteht ein Bayes-Entscheidungsnetzwerk,
mit dem die E�zienz verschiedener Kontrollen für das Risikomanagement
evaluiert werden kann.
Je mehr Vorgänger für einen Knoten existieren, desto umfangreicher und
schwieriger werden die Schätzungen der bedingten Wahrscheinlichkeiten und
die Berechnung des Netzwerks. Aus diesem Grund sollte die Modellierung auf
die wichtigsten und relevanten Knoten beschränkt erfolgen (vgl. Alexander
2003a). Cruz (2002) hält Messung und Steuerung operationeller Risiken mit
Bayes-Netzwerken daher nur für wenige und kurze Prozesse für praktikabel.
Ein kurzes Beispiel enthält Alexander (2003a). Eine ausführliche Darstellung
einer Fallstudie �ndet sich in Adusei-Poku (2005).
Ein Vorteil der Netzwerke ist die Integration der Geschäftsfeld- und Kon-
trollumgebung in die Kapitalallokation. Dadurch wird zum einen die Risiko-
quanti�zierung zukunftsgerichtet, zum anderen können die Netzwerke wich-
tige Informationen für das Risikomanagement liefern. Weitere Vorteile sind
die mögliche Berücksichtigung aller anderen in Basel II geforderten Elemente
(interne und externe Daten und Szenarien) und die explizite Modellierung
der Risikotreiber und ihrer Abhängigkeiten.
Problematisch sind vor allem die Subjektivität der Expertenschätzungen und
die hohe Komplexität, die schon für kurze Prozesse schnell erreicht wird.

3.4 Scorecard-Ansätze

Als Scorecard-Ansätze werden in der Literatur oft Ansätze zur Einbindung
von Expertenwissen in Verlustverteilungsansätze (LDA) über Selbstbeurtei-
lungen verstanden. Davon zu unterscheiden sind reine Scorcard-Ansätze, die
über eine Bewertung von Risiken und Kontrollen in Selbstbeurteilungen zu
einer Kapitalanforderung gelangen. Dabei dienen Verlustdaten als Hilfe zur
Bewertung der Risiken und Kontrollen. Die Ergebnisse werden aber selbst-
ständig zu einer Kapitalanforderung über Anpassungen einer initialen An-
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forderung aggregiert und nicht als Eingabe in einen LDA verwendet.
Scorecards umfassen eine Liste der Risiken mit je einem Verantwortlichen,
der Eintrittswahrscheinlichkeit und dem möglichen Verlust. Weiter werden
den Risiken Kontrollen zugeordnet, die jeweils mit einem Verantwortlichen
und der Auswirkung der Kontrolle erfasst werden. Oft werden ebenfalls Indi-
katoren erfasst, die eine Überwachung der Risiken und Kontrollen im Zeita-
blauf erlauben (vgl. Blunden 2003).
Die Trennung der Bewertung der Risiken und Kontrollen hat den Vorteil,
dass ein tieferes Verständnis über die E�ektivität und E�zienz verschiedener
Kontrollen gewonnen wird. Daher eignen sich Scorecard-Ansätze besonders
für das Management der Risiken und die Ressourcen-Allokation. Die Ansätze
quanti�zieren das Risiko in direkter Verbindung zu der Kontrollumgebung
der Bank.
Die Subjektivität der Bewertung wird durch die Einbeziehung von Verlust-
daten in die Identi�kation der Risiken und den Bewertungsprozess und den
Abgleich der Scorecards mit tatsächlichen Verlusten in einem Validierungs-
prozess gemindert. Der Vorteil der Beurteilung durch Experten ist, dass die
Risiken und Kontrollen zukunftsgerichtet bewertet werden können. Im Ver-
gleich zu Ansätzen der Bewertung über historische Daten können und sollen
Änderungen der Umgebung berücksichtigt werden. Über Risikoindikatoren
und auftretende Verluste �ndet ein dauerhafter Abgleich zwischen den Er-
wartungen und der Wirklichkeit statt.
Problematisch ist die Überführung der qualitativen Bewertungen in quanti-
tative Gröÿen. Alexander (2003b) erhebt die Verlusthäu�gkeit in Intervallen
und bestimmt den Erwartungswert über Szenarios im Vergleich mit histori-
schen Verlustdaten. Alternativ zur direkten Erhebung der Häu�gkeit kann in
einigen Fällen auch die Verlustwahrscheinlichkeit einer Transaktion erhoben
werden. In Kombination mit der aversierten Zahl der Transaktionen ergibt
sich die Häu�gkeit.
Für die Verlusthöhe muss neben dem Erwartungswert zusätzlich die Unsi-
cherheit der Prognose erhoben werden. Da Quantile invariant unter monoto-
nen Transformationen sind, schlägt Alexander (2003b) eine Bewertung über
die Di�erenz eines hohen Quantils und dem Erwartungswert in Einheiten
des Erwartungswertes vor.
Die Bewertung der Kontrollen muss analog dazu die Wahrscheinlichkeit für
die Funktion bzw. das Versagen der Kontrolle und die Verminderung der
Verluste durch die Kontrolle umfassen.
Von besonderer Bedeutung im Rahmen von Scorecard-Ansätzen sind die
Qualität des Fragebogens und die Einstellung der Organisation gegenüber
Verlusten. Sollen verlässliche Daten aus den Selbstbewertungen gewonnen
werden, muss die Organisation eine realistische Risikobewertung des Ver-
antwortlichen fördern und darf hohe Risikoeinschätzungen nicht bestrafen.
Ansätze zur Ausgestaltung der Fragebögen �nden sich z.B. in Anders (2003)
und Anders und Sandstedt (2003).
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Sind die Verteilungen der Risiken und Kontrollen geschätzt, kann im An-
schluss das Risiko der Bank simuliert werden. Details hierzu �nden sich in
Blunden (2003). Häu�ger werden Scorecard-Ansätze verwendet, um eine in-
itiale Kapitalanforderung der Bank auf die Geschäftsbereiche und Risikoty-
pen zu verteilen oder bestehende Kapitalanforderungen der Bereiche an die
geänderten Bedingungen anzupassen.
Im ersten Anwendungsfall wird eine initiale Kapitalanforderung top-down

auf die Geschäftsbereiche und Risikoklassen verteilt. Die initiale Kapital-
anforderung kann dabei aus einem LDA, dem Basisindikator- oder Stan-
dardansatz oder über Benchmarks bestimmt werden. Als Benchmarks kom-
men Kapitalhinterlegungen anderer vergleichbarer Institute, das Verhältnis
zum Gesamtkapital oder Kapitalanforderungen anderer Risikoarten in Frage.
Dabei ist zu beachten, dass einige Benchmarks das individuelle Risikopro�l
der Bank nicht adäquat widerspiegeln. Die in den Scorecards gewonnenen
Bewertungen dienen als Schlüssel zur Verteilung des Risikokapitals.
Im zweiten Fall wird die Kapitalanforderung der Geschäftsbereiche und der
Risikoklassen in einem fortschreitenden Prozess an die gegenwärtigen Bedin-
gungen angepasst. Dabei werden die Veränderungen der Bewertungen auf
die Kapitalanforderung übertragen. Quantitative Gröÿen wie der erwartete
Schaden können dabei als Schlüssel verwendet werden. Die gesamte Kapital-
anforderung ergibt sich bottom-up als Summe der einzelnen angepassten An-
forderungen in den Risikoklassen.
In Basler Ausschuss für Bankenaufsicht (2001) wird eine Kombination bei-
der Verfahren bevorzugt. Um die quantitativen Anforderungen zu erfüllen,
soll die initiale Kapitalanforderung über einen LDA oder Standardansatz be-
stimmt werden. Im Anschluss wird die Anforderung über das erste Verfahren
auf die Geschäftsbereiche und Risikoklassen verteilt und dann aufgrund der
qualitativen Bewertung der Geschäftsumfeld- und Kontrollumgebung ange-
passt. Dadurch soll die Bestimmung der Kapitalanforderung zukunftsgerich-
teter gestaltet werden. Haubenstock und Hardin (2003) schlagen eine Anpas-
sung der über einen LDA gewonnenen Kapitalanforderung von bis zu 20%
vor. Die Faktoren der Anpassung sind dort aber nicht objektiv begründet
und sind daher als willkürlich anzusehen. Currie (2004) gibt einige Praxis-
beispiele, in denen Scorecard-Ansätze in Verbindung mit LDA-Ansätzen zum
Einsatz kommen.
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Kapitel 4

Ausblick

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf Probleme bei der Kalibrierung
der Modelle der fortgeschrittenen Ansätze (AMA). Probleme ergeben sich
dabei sowohl auf Ebene der einzelnen Risiken in den einzelnen Geschäftsbe-
reichen als auch bei der Aggregierung der Einzelrisiken zu einem Risikopro�l
des Instituts.
Die Quanti�zierung der Risiken setzt ihre vorherige Identi�zierung voraus.
Auf Probleme der Identi�zierung wird in der Arbeit nicht näher eingegan-
gen. Jedoch stellt die Erfassung aller möglichen Risiken eines der Probleme
dar, die auch in Zukunft bestehen bleiben. Historische Verlustdaten können
nur einen Teil der Risiken abdecken, die für die Zukunft relevant sind. Die
vollständige Identi�zierung von Risiken, die sich noch nicht in Verlusten aus-
gedrückt haben, ist nahezu unmöglich. Solche Risiken können von Experten
nur vermutet werden, und auch ihre Quanti�zierung muss auf subjektiven
Einschätzungen beruhen. Da nie davon ausgegangen werden kann, dass al-
le Risiken erfasst sind und sich das Portfolio operationeller Risiken ständig
ändert, muss die Identi�zierung sorgfältig und in einem kontinuierlichen Pro-
zess erfolgen. Detaillierte Ansätze zur Risikoerfassung werden in Minz (2004)
dargestellt.
Die gröÿte Herausforderung der Modelle zur Quanti�zierung der Risiken liegt
in der Erfassung seltener, aber hoher Verluste, die die Bank in ihrer Existenz
gefährden können. Von Natur aus, liegen nicht ausreichend viele Beobach-
tungen vor, um über sie Modelle für diese Risiken zu kalibrieren. Lösungsan-
sätze bieten die Extremwerttheorie und die Einbindung externer Daten. Die
Ansätze werden in der Arbeit ausführlich dargestellt. Zur Einbindung exter-
ner Daten ist es notwendig, für die Bank relevante Daten auszuwählen und
diese an das Risikopro�l der Bank anzupassen, zu skalieren. Die bestehen-
den Modelle hierzu weisen einen geringen Erklärungsgrad auf und müssen
in Zukunft weiterentwickelt werden. Dazu ist es notwendig, Faktoren zu be-
stimmen, die die Höhe und die Häu�gkeit von Verlusten wesentlich beein�us-
sen. Die Faktoren müssen auf Ebene der Einzelrisiken bestimmt werden, da
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für unterschiedliche Risiken verschiedene Faktoren relevant sein können. Ein
Faktor kann für unterschiedliche Risiken verschiedene Auswirkungen haben.
Die Identi�zierung solcher Faktoren ist ebenfalls für Kausalmodelle und die
Kontrolle und das Management von Risiken von entscheidender Bedeutung.
Auch die Modellierung der Verlustverteilungen in Verlustverteilungsansät-
zen sollte in Abhängigkeit dieser Faktoren erfolgen, soweit sie bekannt sind.
Ein Schwerpunkt zukünftiger Arbeiten muss in der Identi�zierung solcher
Faktoren und der Untersuchung der Auswirkungen auf das Risiko liegen.
Alternative Modelle wie die in der Arbeit vorgestellten Scorecard-Ansätze
oder Bayes-Netzwerke sollen helfen, das Problem der geringen Datengrund-
lage zu überwinden. In den Ansätzen wird versucht, eine Verlustverteilung
der Risiken abzuleiten, indem der Schwerpunkt auf das Wissen von Experten
über Abhängigkeiten oder über die Verteilung selbst statt auf Verlustdaten
gelegt wird. Die dargestellten Ansätze sind allgemein gehalten und können
auf viele Risiken angewandt werden. Wegen der heterogenen Risiken, die un-
ter den Begri� operationeller Risiken fallen, sind in speziellen Fällen andere
Modelle geeigneter. Zum Beispiel schlägt Cruz (2002) vor, Risiken, die aus
der Konzentration von Wissen erwachsen, über einen Indikator, den Gini-
Koe�zienten als Maÿ der Konzentration, zu messen.
Ein weiteres Problem stellt die Kontextabhängigkeit operationeller Risiken
dar. Die unter dem operationellen Risiko zusammengefassten Risiken sind in
unterschiedlicher Weise von der Organisation und dem Umfeld abhängig. Die
dortige Dynamik überträgt sich auf das Risikopro�l der Bank. Die Quanti�-
zierung, Bewertung und das Management der Risiken muss daher genau wie
die Identi�zierung in einem ständigen Prozess erfolgen. Zusätzlich wirft die
Kontextabhängigkeit die Frage auf, inwieweit historische Verlustdaten für
die Zukunft relevant sind. Für einzelne Risiken können daher Verlustvertei-
lungsansätze auch dann nicht geeignet sein, wenn ausreichende Verlusthisto-
rien vorliegen. Alternative Ansätze oder die Verwendung mit externen Daten
kombinierter kurzer Verlusthistorien müssen für kontextabhängige Risiken in
Erwägung gezogen werden.
Wichtiger als die genaue Quanti�zierung ist die durch die Regelungen in
Basel II erreichte erhöhte Aufmerksamkeit gegenüber operationellen Risiken.
Die Auseinandersetzung mit der neuen Risikoart im Rahmen der Identi�zie-
rung, der Modellierung und der Berichterstattung führt zu einem genaueren
Verständnis potentieller Risiken und hilft Schwachstellen in Prozessen und
Systemen zu beseitigen. Auf diese Weise ist das Management oder der Trans-
fer der Risiken möglich. Die Organisation muss über alle Hierarchieebenen
eine no-blame-Kultur entwickeln, die eine Auseinandersetzung mit potenti-
ellen Risiken fördert. Die Berücksichtigung operationeller Risiken muss zum
Tagesgeschäft gehören und in allen Entscheidungsprozessen erfolgen.
Die De�zite der Modelle, vor allem im Bezug auf die Kontextabhängigkeit
und die Möglichkeit nicht erfasster Risiken, müssen bei der Interpretation
der Ergebnisse beachtet werden.
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Anhang A

Kohärente Risikomaÿe

Ein Risikomaÿ ist eine Funktion %, die einer Position mit Verlust X eine re-
elle Zahl %(X) zuordnet. Der Verlust X kann dabei deterministisch sein oder
auch eine Zufallsvariable. Ein Risikomaÿ sollte in Geldeinheiten ausgedrückt
werden. Nur so ist eine Deckung durch Kapital, eine adäquate Berücksich-
tigung in der Preisbildung und die Evaluierung von Versicherungsprämien
möglich. Das Risiko %(X) kann dann als das nötige Kapital angesehen wer-
den, das vorgehalten werden muss, um eine Risikoposition für einen (internen
oder externen) Kontroller akzeptabel zu machen. Eine Position aus Kapital
und Verlust X mit % ≤ 0 ist demnach akzeptabel.
In diesem Abschnitt werden die Anforderungen an ein kohärentes Risikomaÿ
nach Artzner et al. (1999) beschrieben. Die Axiome werden darin ökonomisch
begründet und sind entsprechend leicht nachzuvollziehen. In Anlehnung an
McNeil et al. (2005) erfolgt eine abgewandelte Darstellung zum leichteren
Verständnis. Es wird keine Diskontierung vorgenommen, und statt von zu-
künftigen Werten wird von Verlusten der Positionen über einen �xen Zeit-
horizont ausgegangen.
Damit % kohärent ist, müssen die folgenden Axiome erfüllt sein. Die Zufalls-
variablen X und Y bezeichnen dabei die Verluste aus zwei eingegangenen
Positionen.

Translationsinvarianz: Für alle l ∈ R gilt

%(X + l) = %(X) + l.

In Worten besagt dies, dass durch Hinzufügen eines deterministischen Ver-
lustes l das Risiko um genau diesen Betrag steigt. Die Translationsinvarianz
ist die Grundlage für eine Kapitaldeckung des eingegangenen Risikos. Eine
Position mit % > 0 wird durch Hinzufügen von Kapital akzeptabel.

Subadditivität: Es gilt

%(X + Y ) ≤ %(X) + %(Y ).

101



Diese Anforderung besagt, dass das Risiko eines Portfolios aus zwei Positio-
nen maximal der Summe der einzelnen Risiken entspricht. Dies folgt aus der
allgemein akzeptierten Theorie der Diversi�kation von Risiken. Allerdings ist
die Anforderung der Subadditvität die am stärksten kritisierte des Axiomen-
systems. Im Licht von Firmenzusammenschlüssen erscheint eine Steigerung
des Risikos aus zusammengefassten Positionen durchaus denkbar, die aus
den praktischen Schwierigkeiten des Zusammenschlusses erwächst. Dies ist
gerade für regulatorische Kapitalanforderungen von besonderer Bedeutung.
McNeil et al. (2005) weisen auf die Möglichkeit der Reduzierung der Kapital-
anforderung durch die rechtliche Aufspaltung eines Instituts hin, wenn von
der Aufsicht ein Risikomaÿ akzeptiert wird, das die Subadditivität nicht er-
füllt.

Positive Homogenität: Für alle λ > 0 gilt

%(λX) = λ%(X).

Da bei der Vergröÿerung einer Position keine Diversi�kationse�ekte auftre-
ten können, muss das Risiko entsprechend steigen. Im Sinne des aus einer
Konzentration erwachsenen Liquiditätsrisikos erscheint eine überproportio-
nale Steigerung sinnvoll. Dies würde aber der Anforderung der Subadditivität
widersprechen.

Monotonie: Für X ≤ Y gilt

%(X) ≤ %(Y ).

Die Anforderung ist intuitiv verständlich, da ein geringerer möglicher Verlust
ein geringeres Risiko birgt.

Der Value-At-Risk (VaR) zum Niveau p ist als p-Quantil der Verlustvertei-
lung über eine Halteperiode de�niert. Als solcher erfüllt er die Anforderungen
der Tanslationsinvarianz, der positiven Homogenität und der Monotonie. Die
Anforderung der Subadditivität ist hingegen im Allgemeinen nicht erfüllt.
Beweise dazu �nden sich in Artzner et al. (1999). McNeil et al. (2005) zei-
gen, dass für elliptische Verlustverteilungen der VaR auch die Anforderung
der Subadditivität erfüllt.
Shortfall-Risikomaÿe wie der Expected-Shortfall (ES) erfüllen alle Anforde-
rungen an ein kohärentes Risikomaÿ (vgl. McNeil et al. 2005). Dazu gehört
auch der Operational-VaR nach Cruz (2002), da er auf einer durch die Über-
schreitung eines Schwellenwertes bedingten Verlustverteilung beruht.
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Anhang B

Methoden zur

Parameterschätzung

Im Allgemeinen ist die Verteilung, die den Verlusten zugrunde liegt, nicht
bekannt. Für die Methoden der Risikomessung, die auf einer Verlustvertei-
lung beruhen, ist es daher notwendig, die Verteilung mit Hilfe der vorliegen-
den Daten zu schätzen. Die historischen Daten werden dabei als Stichprobe
der unbekannten Grundgesamtheit aller Verluste angenommen. Weiter wird
meist vorausgesetzt, dass die Stichprobe aus unabhängigen Realisationen
identisch verteilter Zufallsvariablen besteht. Dies ist oft eine problematische
Annahme und setzt unter Umständen eine Bereinigung der Daten voraus.
Die Datenbereinigung wird in Abschnitt 3.1.4 näher behandelt. Im Folgen-
den wird zur einfachen Darstellung der Konstruktion von Schätzmethoden
von einer Stichprobe aus idd Daten ausgegangen. Die Ausführungen basieren
im Wesentlichen auf Bol (1999), Hipp (2000) und Smith (1990).
Man unterscheidet zwischen nicht-parametrischen und parametrischen Ver-
fahren. Bei nicht-parametrischen Methoden, z.B. der Momentenmethode,
werden Kenngröÿen ohne Verteilungsannahme ermittelt. Soll eine theore-
tische Verteilung an die Beobachtungen angepasst werden, so werden die
benötigten Parameter über die ermittelten Kenngröÿen bestimmt. Bei den
parametrischen Verfahren werden Annahmen über die Verteilung voraus-
gesetzt. Oft beschränkt man sich auf den Typ einer Verteilung, deren Pa-
rameter dann geschätzt werden müssen. Die Maximum-Likelihood- (ML-)
Methode setzt eine Verteilungsannahme voraus und ist daher parametrisch.
Kenngröÿen werden nach der Ermittlung der Parameter über die angepasste
Verteilung bestimmt.
Eine Schätzfunktion γ̂(x1, . . . , xn) liefert für eine Stichprobe x1, . . . , xn des
Umfangs n den Schätzwert für den Parameter γ. Da Schätzer Funktionen
der Zufallsvariablen X1, . . . , Xn, der Stichprobe, sind, sind sie selbst eben-
falls Zufallsvariablen. Ihre Verteilungen hängen von dem wahren Parameter
ab, was oft durch das Subskript γ, zum Beispiel beim Erwartungswert, ver-

103



deutlicht wird.
Im Folgenden werden zunächst wünschenswerte Eigenschaften von Schätz-
funktionen beschrieben. Danach wird auf einige gängige Verfahren zur Kon-
struktion von Schätzern eingegangen. Für weitergehende Ausführungen wird
auf die angegebenen Quellen verwiesen.

B.1 Eigenschaften von Schätzfunktionen

Im Folgenden werden Eigenschaften der Schätzfunktionen dargestellt, die
deren Güte ausdrücken.

Erwartungstreue: Eine Schätzfunktion deren Erwartungswert gleich dem
wahren, unbekannten Parameter ist heiÿt erwartungstreu oder unverzerrt.
Formal ausgedrückt ist die Schätzfunktion γ̂ erwartungstreu für den Para-
meter γ, falls

Eγ [γ̂(X1, . . . , Xn)] = γ für alle γ

gilt. Die Di�erenz Eγ [γ̂(X1, . . . , Xn)] − γ heiÿt systematischer Fehler oder
Bias. Oft ist ein Schätzer nur asymptotisch erwartungstreu für n →∞, d.h.
mit steigendem Stichprobenumfang.

E�zienz: Schätzfunktionen sollen eine möglichst kleine Varianz aufweisen.
Für zwei Schätzfunktionen γ̂1 und γ̂2 ist diejenige e�zienter, deren Varianz
bei gleichem Stichprobenumfang kleiner ist. γ̂1 ist also e�zienter als γ̂2, wenn

V arγ [γ̂1(X1, . . . , Xn)] ≤ V arγ [γ̂2(X1, . . . , Xn)] für alle n.

Im Durchschnitt liegen die Schätzwerte der e�zienteren Funktion näher am
wahren Wert. Aus einer Menge von Schätzfunktionen heiÿt diejenige e�zient,
die die kleinste Varianz aufweist. Schätzfunktionen sind oft nur asymptotisch,
d.h. mit steigendem Stichprobenumfang, e�zient.

Konsistenz: Eine Schätzfunktion ist konsistent, wenn ihr Schätzwert mit
steigendem Stichprobenumfang n →∞ stochastisch gegen den wahren Wert
konvergiert. Das heiÿt, die Varianz der Verteilung des Schätzers sinkt bei
steigendem Stichprobenumfang. Formal ausgedrückt ist eine Schätzfunktion
γ̂ konsistent, wenn für beliebiges ε > 0

lim
n→∞

P (|γ̂(X1, . . . , Xn)− γ| ≥ ε) = 0.

Konsistenz setzt mindestens asymptotische Erwartungstreue voraus.
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Su�zienz und Robustheit: Diese Eigenschaften werden nur selten an-
gegeben und sollen auch hier nur der Vollständigkeit halber erwähnt werden.
Nutzt eine Schätzfunktion alle in der Stichprobe vorliegenden Informationen,
so ist sie su�zient. Ein Schätzer wird als robust bezeichnet, wenn er nicht
sensitiv gegenüber Ausreiÿern ist.

B.2 Momentenmethode

Bei der Momentenmethode werden die empirischen Momente in die Formel
zur Ermittlung der entsprechenden Momente der unbekannten Verteilung
eingesetzt. Das Gleichungssystem wird nach den gesuchten Parametern ge-
löst. γ stellt im Folgenden den m-dimensionalen Vektor der gesuchten Para-
meter dar. Das empirische Moment k-ter Ordnung ist durch

m̂k =
1
n

n∑
i=1

xk
i

gegeben. Das entsprechende Moment der Zufallsvariablen X ist eine Funktion
von γ und bestimmt sich zu

mk(γ) = Eγ(Xk).

Die Lösung des Gleichungssystems

m̂k = mk(γ) k = 1, . . . ,m

bildet die Schätzfunktion γ̂.
Daraus ergibt sich die Voraussetzung, dass mindestens m Momente existie-
ren müssen, also so viele, wie Parameter gesucht werden. Dies ist z.B. für
die GPD mit ξ > 0, 5 nicht der Fall, da die Momente zweiter und höherer
Ordnung nicht existieren (vgl. 3.1.1.4).

B.3 Methode wahrscheinlichkeitsgewichteter Momen-

te

Statt gewöhnliche Momente für die Schätzung der Parameter heranzuziehen,
schlagen Hosking et al. (1985) vor, wahrscheinlichkeitsgewichtete Momente
(PWM) zu verwenden. Allgemein sind die PWM einer Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F (x) de�niert als

Mp,r,s = E(Xp [F (X)]r [1− F (X)]s) p, r, s ∈ R.

Für r = s = 0 und p = 1, 2, . . . entsprechen sie also den gewöhnlichen Mo-
menten. Der Vorteil gegenüber der Momentenmethode liegt darin, dass die
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funktionale Beziehung zwischen den PWM und den zu schätzenden Para-
metern für p = 1 in der Regel einfacher ist. Eine Verteilung ist ausreichend
beschrieben, wenn r ∈ N und s = 0 oder s ∈ N und r = 0. Im Folgenden
werden PWM mit p = 1, r = 0 und s ∈ N betrachtet. Dies entspricht der
gewöhnlichen Vorgehensweise im Fall einer GPD-Verteilung. Will man Para-
meter einer GEV-Verteilung schätzen, so betrachtet man stattdessen PWM
mit p = 1, r = 0 und r ∈ N.
Aus den vorliegenden Daten wird eine geordnete Beobachtungsfolge x1 ≤
x2 ≤ · · · ≤ xn gebildet und die PWM durch

β̂0 = 1
n

∑n
j=1 xj und

β̂r = 1
n

∑n
j=1

(j−1)(j−2)···(j−r)
(n−1)(n−2)···(n−r)xj i > 0

geschätzt. Der Schätzer ist erwartungstreu. Alternativ dazu kann der asym-
ptotisch e�ziente Schätzer

β̂r =
1
n

n∑
j=1

(1− pj,n)rxj

zur Anwendung kommen. pj,n sind dabei parameterfreie Schätzwerte der
Verteilungsfunktion F (xj) der Form pj,n = (j + α)/(n + δ). Hosking et al.
(1985) empfehlen α =-0,35 und δ = 0. Smith (1990) weist auf die geringe
Auswirkung von α und δ hin und schlägt α =-0,5 und δ = 0 vor.
Der zuerst dargestellte Schätzer der PWM ist unverzerrt, der zweite Schät-
zer nur konsistent (vgl. Hosking und Wallis 1987). Für ξ < 0, 5 ist der
erste Schätzer asymptotisch normalverteilt. Für ξ > 1 existieren die PWM
nicht und die Methode kann nicht für eine Anpassung einer GPD-Verteilung
herangezogen werden.
Wie bei der Momentenmethode wird nun aus den Formeln der theoreti-
schen PWM der angenommenen Verteilung und den Schätzwerten aus den
vorliegenden Daten ein Gleichungssystem gebildet und nach den gesuchten
Parametern aufgelöst. Wieder muss sichergestellt sein, dass die PWM auch
existieren. Für GPD-verteilte Zufallsvariablen mit ξ > 1 ist dies nicht der
Fall, und die Methode kann keine Anwendung �nden (vgl. 3.1.1.4).

B.4 Maximum-Likelihood-Methode

Die Idee der Maximum-Likelihood- (ML-) Methode ist, die Parameter so zu
wählen, dass die realisierte Stichprobe in dem Sinne plausibel erscheint, dass
die Beobachtungen mit groÿer Wahrscheinlichkeit auftreten können. Man un-
terstellt, dass die Zufallsvariablen der Stichprobe X1, . . . , Xn mit der Dichte
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f(x; γ) verteilt sind.1 Es wird die Likelihood-Funktion

Lx1,...,xn(γ) =
n∏

i=1

f(xi; γ)

gebildet, die es über alle möglichen Parameter γ zu maximieren gilt. Aus der
strengen Monotonie der Logarithmusfunktion ergibt sich, dass das Maximum
von Lx1,...,xn(γ) auch über die logarithmierte Likelihood-Funktion bestimmt
werden kann.

lnLx1,...,xn(γ) = ln

[
n∏

i=1

f(xi; γ)

]
=

n∑
i=1

ln f(xi; γ)

heiÿt Log-Likelihood-Funktion und ist in der Regel einfacher zu handhaben.
Die Maximalstelle γ̂ bildet den Schätzwert des Parameters γ.
Im dargestellten Fall wurde von idd Daten ausgegangen. Prinzipiell ist die
ML-Methode auch auf andere Fälle anwendbar, wenn bekannt ist, wie die
Verteilung der Stichprobe von den Parametern abhängt. Allerdings wird
sich die Maximierung der Likelihood-Funktion in den meisten solcher Fälle
schwierig gestalten.
Ein groÿer Vorteil der ML-Methode ist, dass sie sich leicht auf komplexere
Situationen anpassen lässt (vgl. Smith 1990). Zum Beispiel kann bei Vor-
liegen eines linearen Trends eines Parameters nach µn = α + βn das gleiche
Vorgehen angewandt werden. µn wird in der Likelihood-Funktion durch die
angegebene Gleichung ersetzt. Statt eines Parameters µ werden α und β
durch die ML-Methode bestimmt.
Oft ist eine analytische Lösung des Maximierungsproblems zu aufwändig
oder nicht möglich. Deshalb wird auf numerische Verfahren zurückgegrif-
fen, die das Problem iterativ lösen. Ein Beispiel, der EM-Algorithmus, wird
in Hipp (2000) dargestellt. Da die Algorithmen das Problem iterativ lö-
sen, werden Startwerte benötigt, die oft durch einfachere Methoden, z.B.
die Momentenmethode, gewonnen werden. Zu beachten ist, dass die Ergeb-
nisse lokale Minima sein können. Daher sollten gute Startwerte gewählt und
eventuell mehrere Durchläufe mit verschiedenen Startwerten verglichen wer-
den.

B.5 Kon�denzintervalle und Standardfehler

Ein einzelner Punktschätzwert sagt nichts über die Güte der Schätzung aus.
Daher werden Kon�denzintervalle gebildet, die zu einem gegebenen Kon-
�denzniveau den wahren Parameter überdecken. Alternativ wird zu einer
(unverzerrten) Punktschätzung oft der Standardfehler angegeben, der der

1Hier wird von kontinuierlichen Zufallsvariablen ausgegangen. Das Vorgehen ist direkt
auf den diskreten Fall übertragbar.
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Varianz der Schätzfunktion entspricht. Dazu existieren verschiedene Vorge-
hensweisen, die im Folgenden dargestellt werden. Die Wahl des Verfahrens
hängt dabei vor allem davon ab, ob die (asymptotische) Verteilung des Schät-
zers bekannt ist.

B.5.1 Verteilung der Schätzfunktion

Ist die Verteilung oder die asymptotische Verteilung der Schätzfunktion be-
kannt und vom wahren Parameter unabhängig, so kann leicht ein Kon�den-
zintervall angegeben werden. Ist die Verteilung vom wahren Parameter ab-
hängig, kann versucht werden, durch Transformationen zu einer vom wahren
Parameter unabhängigen Verteilung zu gelangen.
Für viele Schätzfunktionen kann die Verteilung nach dem zentralen Grenz-
wertsatz durch die Normalverteilung approximiert werden. Problematisch
dabei ist allerdings, dass keine Aussage über die Konvergenzgeschwindigkeit
getro�en werden kann. Daher ist unbekannt, wie weit das ermittelte Inter-
vall vom wahren abweicht, und eine Aussage über die Güte ist nicht möglich.
Gerade im Zusammenhang mit operationellen Risiken wird mit kleinen Da-
tenmengen gearbeitet, so dass meist auf andere Verfahren zurückgegri�en
werden sollte.

B.5.2 Pro�l-Likelihood-Methode

Sind mehrere Parameter zu schätzen und wird zur Schätzung die ML-Methode
angewandt, so können Kon�denzintervalle über die Pro�l-Likelihood-Methode
approximiert werden. Die Idee der Vorgehensweise ist den Likelihood-
Verhältnistest umzukehren. Sei Lx1,...,xn(γ) die Likelihood-Funktion und Γ
der Parameterbereich. Die Nullhypothese sei H0 : γ ∈ Γ0 ⊂ Γ. Die Statistik
des Likelihood-Verhältnistests ist durch

λ(X1, . . . , Xn) =
supγ∈Γ0

LX1,...,Xn(γ)
supγ∈Γ LX1,...,Xn(γ)

gegeben. Für n → ∞ ist −2 ln λ(X1, . . . , Xn) asymptotisch χ2
υ-verteilt. Da-

bei entspricht υ den Freiheitsgraden, die Di�erenz der Anzahl der in der
Nullhypothese spezi�zierten Parameter und den Parametern in Γ. Das α-
Kon�denzintervall besteht nun aus allen Werten γ0, für die die Nullhypo-
these mit Testniveau α nicht abgelehnt wird. Daher ergibt sich das Intervall
zu

{γ0 : ln Lx1,...,xn(γ0) ≥ lnLx1,...,xn(γ∗)− 1/2 cυ,1−α}.

Dabei bezeichnet cυ,1−α das (1 − α)-Quantil der χ2
υ Verteilung und γ∗ den

Punktschätzwert.
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B.5.3 Resampling-Verfahren

Bei Resampling-Verfahren werden die Daten selbst herangezogen, um Kon-
�denzintervalle zu bilden. Dazu werden aus den Daten neue Stichproben
generiert, auf die die Schätzfunktion dann angewendet wird. Die Angaben
stammen aus Cruz (2002).
Beim Bootstrapping-Verfahren werden aus den Daten b neue Stichproben
durch Ziehen mit Zurücklegen generiert. Der Stichprobenumfang m kann
dabei gröÿer oder kleiner sein als der ursprüngliche Umfang n. Aus den
generierten Stichproben werden die Schätzwerte γ̂m,i i = 1, . . . , b errechnet.
Die asymptotische Varianz wird dann durch

V̂ ar(γ̂) =
1
b

b∑
i=1

(γ̂m,i − γ̂n)2

approximiert. γ̂n bezeichnet dabei den ursprünglichen Schätzwert.
Die Jackknife-Methode bildet aus n Beobachtungen n verschiedene Stichpro-
ben, indem je eine Beobachtung fallengelassen wird. Mit den resultierenden
Stichproben werden wieder Schätzwerte gebildet und die Varianz approxi-
miert.
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Anhang C

Beispiel eines

Verlustverteilungsansatzes

Im Folgenden soll das praktische Vorgehen bei einem Verlustverteilungsan-
satz für eine Risikotyp-Geschäftsfeld-Kombination anhand eines Beispiels er-
läutert werden. Es wurden mit Hilfe einer logarithmierten Normalverteilung
Verluste generiert, deren Verteilung mit Hilfe der Extremwerttheorie appro-
ximiert wird. Das Beispiel orientiert sich an den auf monatlicher Basis ag-
gregierten Betrugsdaten einer Bank, die in Cruz (2002) aufgeführt sind. Es
wurde der Durchschnitt der monatlichen Verluste über fünf Jahre gebildet
und dieser durch 20 Arbeitstage und drei Verlustfälle pro Tag geteilt. Der
Erwartungswert der gewählten Verteilung zur Generierung der Verluste ent-
spricht dem so errechneten durchschnittlichen Verlustwert. Die Anzahl der
Verluste wurde auf täglicher Basis über fünf Jahre hinweg durch eine Poisson-
Verteilung mit λ = 3 ermittelt. Dadurch ergeben sich 3878 Verlustfälle in
1300 Tagen.

C.1 Verlusthöhenverteilung: POT-Methode

Einen ersten Anhaltspunkt zur Gestalt der Verteilung der Verlusthöhe liefert
der QQ-Plot, in dem Quantile der Exponentialverteilung mit λ = 1 über den
geordneten Verlustdaten abgetragen werden. Eine Gerade würde eine Ex-
ponentialverteilung als Approximation nahelegen. Eine konkave Abweichung
von einer Geraden, wie in Abbildung C.1, lässt auf eine Verteilung schlie-
ÿen, deren Dichte am Ende der Verteilung langsam abfällt. Dies spricht für
eine Approximation mit Gestaltparameter ξ > 0. Eine konvexe Abweichung
würde hingegen auf eine am Ende schneller abfallende Dichte mit ξ < 0
hindeuten.
Zusätzlich wird die empirischen Exzessmittelwertfunktion (SMEF) über den
Verlustpunkten abgetragen. In Abbildung C.2 zeigt sich der annähernd gera-
de Verlauf der SMEF. Da GPD-Verteilungen die einzigen Verteilungen sind,
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Abbildung C.1: QQ-Plot
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die diese Eigenschaft aufweisen, spricht dies für eine Approximation durch
eine GPD-Verteilung (vgl. Abschnitt 3.1.1.4 und Reiss und Thomas (2001)).
Die positive Steigung der SMEF spricht ebenfalls für eine langsam abfallende
Dichte am Verteilungsende, also für einen Gestaltparameter ξ > 0. Exponen-
tialverteilungen weisen horizontale Exzessmittelwertfunktionen (MEF) auf.
Verteilungen mit schneller abfallenden Dichten haben eine MEF mit negati-
ver Steigung.

Abbildung C.2: SMEF-Plot

Um geeignete Schwellenwerte zu �nden, werden die acht gröÿten Beobach-
tungen in Abbildung C.3 nicht in den Graph einbezogen. Schwellenwerte in
dieser Gröÿenordnung hätten zur Folge, dass zu wenige Beobachtungen über
der Schwelle lägen und kommen in sofern nicht in Betracht. Über einem ge-
eigneten Schwellenwert sollte die SMEF annähernd einer Geraden folgen. Um
die Auswirkungen verschiedener Schwellenwerte und der damit einhergehen-
den Anzahl der Beobachtungen über der Schwelle zu untersuchen, werden
folgende Schwellen gewählt: 101 Beobachtungen von Verlusten über 47.000,
45 Beobachtungen von Verlusten über 70.000 und 26 Beobachtungen von
Verlusten über 125.000.
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Abbildung C.3: SMEF-Plot ohne die gröÿten acht Verluste
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Moscadelli (2004) schlägt vor, die Wahl des Schwellenwertes durch die Stabi-
lität der GPD gegenüber Anhebung des Schwellenwertes zu überprüfen (vgl.
Abschnitt 3.1.1.4). In Abbildung C.4 sind die mit verschiedenen Schwel-
lenwerten resultierenden ML-Schätzwerte des Gestaltparameters über der
Anzahl an Beobachtungen im Endbereich abgetragen. Wie zu erkennen ist,
ist der Graph für die Schwellen von 70.000 und 125.000 (45 bzw. 26 Beob-
achtungen über der Schwelle) nicht stabil. Auch für den Schwellenwert von
47.000 (101 Beobachtungen im Endbereich) weist der Graph einen leichten
Abwärtstrend auf. Die Zahl der Beobachtungen im Endbereich wird deshalb
in Abbildung C.5 erweitert. Der Graph ist für mehr als 100 Beobachtungen
stabil, weshalb im Folgenden zusätzlich der Schwellenwert von 29.000 mit
198 Beobachtungen in die Betrachtung einbezogen wird.

Abbildung C.4: Gestaltparameterschätzung für verschiedene Schwellenwerte

Zur Schätzung der Parameter werden nur die Beobachtungen über den je-
weiligen Schwellenwerten herangezogen. Die vorliegenden Schätzwerte wur-
den in der Statistikumgebung R mit Hilfe der Bibliothek fExtremes mit
der Maximum-Likelihood- (ML-) Methode und der Methode wahrscheinlich-
keitsgewichteter Momente (PWM) geschätzt. Zusätzlich wurden die Para-
meter in Microsoft Excel mit der PWM Methode und dem Hill-Schätzer
bestimmt. Dabei wurden die Formeln aus Embrechts et al. (1997) und Co-
leman (2003) verwendet. Die PWM wurden mit dem zweiten Schätzer in
Abschnitt B.3 aus den empirischen Daten geschätzt. Die Ergebnisse weichen
in unterschiedlicher Weise voneinander ab und sind Tabelle C.1 zu entneh-
men. Die angegebenen Hill-Schätzer sind dabei Durchschnitte der annähernd
stabilen Schätzwerte im Endbereich.
Abbildung C.6 zeigt die empirische Verteilung, die wahre, normalerweise
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Abbildung C.5: Gestaltparameterschätzung für verschiedene Schwellenwerte

Tabelle C.1: Schätzwerte des Gestaltparameters
Schwellenwert 29.000 47.000 70.000 125.000
Beobachtungen 198 101 45 26
PWM in R 0,5463 0,5626 0,3442 0,5725
PWM nach Coleman 0,5264 0,4811 0,3840 0,4655
PWM nach Embrechts 0,5356 0,5419 0,2809 0,4896
ML in R 0,5825 0,6851 0,2913 0,5480
Hill 0,6458 0,6479 0,5191 0,5058
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unbekannte Verteilung und die verschiedenen Approximationen exemplarisch
für den Schwellenwert von 125.000. Der Hill-Schätzer wurde zusammen mit
den PWM-Schätzern für Lage- und Skalenparameter nach Coleman (2003)
verwendet.

Abbildung C.6: Verteilungsapproximationen im Endbereich

Die Unterschiede der Approximationen zum gleichen Schwellenwert sind ge-
ring. Die PWM-Schätzwerte in Verbindung mit dem Hill-Schätzer liefern
leicht schlechtere Ergebnisse als die anderen Methoden. Daher wird im Fol-
genden nur die Anpassung über die ML-Methode betrachtet.
Tabelle C.2 zeigt die Ergebnisse unterschiedlicher Quantilschätzer für die
unterschiedlichen Schwellenwerte. Die Ergebnisse der Approximationen mit
Schwellenwerten über den empirischen Quantilen sind ausgespart. Abbil-
dung C.7 zeigt die Approximationen für unterschiedliche Schwellenwerte gra-
phisch.
Zur Überprüfung der Approximation werden die W-Statistiken herangezo-
gen (vgl. Abschnitt 3.1.1.4). Abbildung C.8 zeigt die W-Statistiken geord-
net nach dem zeitlichen Auftreten der Exzesse. Die Punktwolke lässt nicht
auf eine systematische Abweichung schlieÿen. Abbildung C.9 zeigt den QQ-
Plot der W-Statistiken gegen die Exponentialverteilung exemplarisch für den
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Tabelle C.2: Geschätzte Quantile der Verlusthöhe
Schwellenwert

Wahre Empirische
Quantil Quantile Quantile 29.000 47.000 70.000 125.000

0,95 28.776 29.315 29.443 - - -
0,97 40.994 42.318 42.108 - - -
0,99 79.979 85.654 86.220 83.731 82.067 -
0,999 251.538 349.525 349.749 377.198 354.023 327.365

Abbildung C.7: Verteilungsapproximationen im Endbereich
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Schwellenwert von 47.000. Für alle Schwellenwerte liegen die W-Statistiken
annähernd auf der Winkelhalbierenden und rechtfertigen damit das Modell.

Abbildung C.8: Punktwolke der W-Statistiken über die Zeit (Schwellenwert
47.000)

Eine weitere Möglichkeit besteht darin, die relative Anzahl der Überschrei-
tungen der Quantilswerte zu überprüfen und mit der theoretischen Anzahl
zu vergleichen. Die Überschreitungen sind in Tabelle C.3 gegeben. Für den
Schwellenwert von 29.000 werden alle Werte zum Teil stark überschritten.

Tabelle C.3: Überschreitungen der geschätzten Quantile
Quantil Theoretische Schwellenwert

Überschreitungen 29.000 47.000 70.000 125.000
0,95 5,0% 9,7% - - -
0,97 3,0% 6,0% - - -
0,99 1,0% 1,9% 1,0% 1,0% -
0,999 0,1% 0,2% 0,1% 0,1% 0,1%

Insgesamt scheinen die Approximationen für die Schwellenwerte über 47.000
gute Ergebnisse zu liefern. Damit ausreichend Beobachtungen im Endbe-
reich vorliegen wird der Schwellenwert von 47.000 gewählt und im Folgenden
verwendet.
Für die Aggregation zur Gesamtschadenverteilung muss die gesamte Vertei-
lung approximiert werden. Daher wird die gewonnene Approximation des
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Abbildung C.9: QQ-Plot der W-Statistiken (Schwellenwert 47.000)
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Endbereichs mit der empirischen Verteilung kombiniert. Der Übergangs-
punkt ist der Schwellenwert u. Die Kombination ist unproblematisch, da
die Verteilungen in u gleich sind.

C.2 Verlusthöhenverteilung: Block-Maxima-Methode

In diesem Abschnitt wird die Verlusthöhenverteilung mit Hilfe der Block-
Maxima-Methode approximiert. Um einen Vergleich zur POT-Methode und
der wahren, normalerweise unbekannten Verlustverteilung zu erhalten, wird
ausschlieÿlich die Verlusthöhe ohne die zeitliche Komponente und vorherige
Aggregation der Verlustdaten betrachtet.
Da die Anzahl der Ereignisse in festen Zeitintervallen stochastisch ist, kann
die Einteilung in Blöcke hier nicht intuitiv erfolgen. Daher werden die Schätz-
werte über der Blockgröÿe in Abbildung C.10 abgetragen. Dabei werden
Blockgröÿen von mehr als 300 Beobachtungen nicht einbezogen, da die An-
zahl der resultierenden Maxima zu gering wäre. Da der Graph keine konstan-
ten Teile aufweist, liegen keine weiteren Anhaltspunkte vor. Die Blockgröÿe
wird willkürlich auf 130 Verluste festgelegt. Zum Vergleich werden zusätzlich
Blockgröÿen von 30, 50 und 200 Verlusten betrachtet.
Die resultierenden PWM-Schätzwerte sind Tabelle C.4 zu entnehmen.

Tabelle C.4: PWM-Schätzwerte der GEV Parameter
Anzahl Blöcke 130 78 30 20

Blockgröÿe 30 50 130 200
Gestaltparameter 0,5304 0,4958 0,4740 0,5488
Skalenparameter 28.157 39.814 67.243 66.554
Lageparameter 38.857 55.186 99.099 136.470

Die aus den verschiedenen Approximationen resultierenden Quantile, die
empirischen Quantile und die wahren Quantile sind in Tabelle C.5 gege-
ben. Abbildung C.11 und C.12 zeigen die verschiedenen Approximationen
im Vergleich zu der empirischen, der wahren und der durch die GPD ap-
proximierten Verteilung. Der Vergleich in beiden Abbildungen zeigt, dass
die GEV-Approximationen mit Blockgröÿen von 130 und 200 Beobachtun-
gen erst oberhalb des 0, 99-Quantils vergleichbare Ergebnisse liefern wie die
restlichen Approximationen. Dies verdeutlicht die in Abschnitt 3.1.1.3 be-
schriebene Problematik, dass nicht bekannt ist, ab welchem Wert die Appro-
ximation Verwendung �nden kann.
Wieder können verschiedene Verfahren zur Überprüfung der Approximati-
on zur Anwendung kommen. Tabelle C.6 zeigt den Vergleich der Anzahl der
theoretischen Überschreitungen der Quantile und der Anzahl der Überschrei-
tungen über die bestimmten Quantile. Zempléni (2004) beschreibt weitere
Anpassungstests und Modi�kationen bestehender Testverfahren speziell für
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Abbildung C.10: Schätzwerte des Gestaltparameters für verschiedene Block-
gröÿen

Tabelle C.5: Geschätzte Quantile der Verlusthöhe
Blockgröÿe

Empirische Wahre
Quantil Quantile Quantile 30 50 130 200

0,95 29.315 28.776 28.009 25.226 14.953 48.993
0,97 42.318 40.994 41.458 40.069 31.126 60.184
0,99 85.654 79.979 86.039 87.837 82.212 97.870
0,999 349.525 251.538 326.660 329.444 330.284 308.442
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Abbildung C.11: Approximation der Verlustverteilung
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Abbildung C.12: Approximation der Verlustverteilung
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GEV-Anwendungen.

Tabelle C.6: Relative Anzahl der Überschreitungen der Quantile
Blockgröÿe

Theoretische
Quantil Überschreitungen 30 50 130 200

0.95 5.0% 5.4% 6.3% 11.7% 2.5%
0.97 3.0% 3.2% 3.3% 4.6% 1.7%
0.99 1.0% 1.0% 0.9% 1.0% 0.9%
0.999 0.1% 0.1% 0.1% 0.1% 0.1%

Insgesamt liefern die Approximationen der Block-Maxima-Methode im ho-
hen Quantilsbereich gute Ergebnisse, die mit denen der POT-Methode ver-
gleichbar sind. Allerdings ist das weitere Vorgehen zur Bestimmung der ge-
samten Verteilung problematisch. Die Kombination z.B. mit der empirischen
Verteilung liegt nahe, jedoch ist der Übergangspunkt nicht bekannt und kann
nur willkürlich gewählt werden.

C.3 Verlusthäu�gkeitsverteilung

Zur Modellierung der Verlusthäu�gkeiten wird die Anzahl der Verlustereig-
nisse pro Tag gemessen und deren Häu�gkeit im Zeitraum von fünf Jahren
bestimmt. Die Häu�gkeiten sind Tabelle C.7 zu entnehmen.

Tabelle C.7: Häu�gkeiten der Anzahl der Verlustereignisse pro Tag
Verlustereignisse Relative

pro Tag Häu�gkeit Häu�gkeit
0 65 0,05
1 204 0,16
2 303 0,23
3 283 0,22
4 201 0,15
5 121 0,09
6 77 0,06
7 28 0,02
8 12 0,01
9 5 0,00
10 0 0,00
11 1 0,00

Es werden eine Poisson- und eine negative Binomial-Verteilung an die Da-
ten angepasst. Zur Bestimmung des Parameters wird im Fall der Poisson-
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Verteilung der ML-Schätzer

λ =
∑∞

i=1 ini∑∞
i=1 ni

verwendet.
Im Falle der negativen Binomial-Verteilung werden die Parameter mit Hilfe
der Momentengleichungen

r
1− p

p
=
∑n

i=1 ini

n

und

r
1− p

p2
=
∑n

i=1 i2ni

n
−
(∑n

i=1 ini

n

)2

bestimmt.
Abbildung C.13 zeigt die beiden Approximationen im Vergleich zu den em-
pirischen Daten.

Abbildung C.13: Approximation der Verlusthäu�gkeit

125



Die graphische Überprüfung legt nahe, dass beide Modelle geeignet erschei-
nen. Zusätzlich wurde jeweils ein χ2-Anpassungstest durchgeführt. Die Er-
gebnisse sind in Tabelle C.8 wiedergegeben. Dabei wird die Modellierung
durch eine negative Binomial-Verteilung abgelehnt. Daher wird das Poisson-
Modell gewählt.

Tabelle C.8: Ergebnisse der χ2-Anpassungstests
Test- Kritischer Kritischer

Statistik Wert (95%) Wert (99%) p-Wert
Poisson-Modell 5,98 14,07 18,48 0,54

Neg. Binomial-Modell 27,03 15,51 20,09 0,001

C.4 Aggregation

Die Aggregation zu einer Gesamtschadenverteilung über einen Horizont von
einem Jahr erfolgt mittels Simulation. Dabei wird eine zufällige Anzahl der
Verlustereignisse über eine Poisson-Verteilung mit Parameter (260λ) gene-
riert (λ ist der Parameter, der im vorigen Abschnitt auf Tagesbasis ermittelt
wurde). Danach werden entsprechend viele Verluste aus der Verlusthäu�g-
keitsverteilung gezogen und addiert. Die hier verwendete Verlusthöhenver-
teilung setzt sich aus der empirischen Verteilung und der Approximation
des Endbereichs für Verluste über der Schwelle von 47.000 mittels GPD zu-
sammen. Dieser Vorgang wurde 60.000-mal wiederholt. Die Ergebnisse der
Simulation sind Tabelle C.9 zu entnehmen.

Tabelle C.9: Ergebnisse der Aggregation durch Simulation
Minimaler Verlust 3.995.000

Median 6.235.000
Erwarteter Verlust 6.703.000
95% Quantil (VaR) 8.981.751
99% Quantil (VaR) 14.170.110

99.9% Quantil (VaR) 44.744.139
Erwarteter Shortfall
zum 99.9% Quantil 111.200.000
Maximaler Verlust 771.900.000

Abbildung C.14 zeigt das Ende der Gesamtschadenverteilung.
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Abbildung C.14: Endbereich der Gesamtschadenverteilung durch Simulation
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